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1 Imi¦ i nazwisko.

Kamil Szpojankowski

2 Posiadane dyplomy i stopnie naukowe.

• stopie« naukowy doktora nauk matematycznych w dyscyplinie matematyka,
Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej, 2014,
tytuª rozprawy doktorskiej: Wªasno±ci typu lukacsowskiego w wolnej probabilistyce,
promotor: prof. dr hab. Jacek Wesoªowski.

• dyplom magistra matematyki,
Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej, 2010,
tytuª pracy magisterskiej: Wolne kwadratowe harnessy,
promotor: prof. dr hab. Jacek Wesoªowski.

3 Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych.

• od 2015 adiunkt,
Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska.

• od 09.2015 do 08.2016 postdoctoral fellow,
Department of Pure Mathematics, University of Waterloo, Kanada.
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4 Omówienie osi¡gni¦cia, o którym mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia
20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wy»szym i nauce (Dz. U. z 2020 r. poz.
85 z pó¹n. zm.).

4.1 Tytuª

Cykl powi¡zanych tematycznie artykuªów naukowych pod tytuªem

Kumulanty boolowskie w wolnej probabilistyce

4.2 Lista prac skªadaj¡cych si¦ na osi¡gni¦cie naukowe

[H1] H. Bercovici, A. Nica, M. Noyes, K. Szpojankowski, Eta-diagonal distributions and
in�nite divisibility for R-diagonals, Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat., 54(2)
(2018), 907�937.

[H2] M. Fevrier, M. Mastnak, A. Nica, K. Szpojankowski, Using Boolean cumulants to study
multiplication and anti-commutators of free random variables, Trans. Amer. Math.
Soc., 373(10) (2020), 7167�7205.

[H3] F. Lehner, K. Szpojankowski, Boolean cumulants and subordination in free probability,
Random Matrices Theory Appl., dost¦pna online (2020),
https://doi.org/10.1142/S2010326321500362.

[H4] K. Szpojankowski, J. Wesoªowski Conditional expectations through Boolean cumulants
and subordination�towards a better understanding of the Lukacs property in free pro-
bability, ALEA Lat. Am. J. Probab. Math. Stat., 17 (1) (2020), 253�272.

4.3 Omówienie osi¡gni¦cia

4.3.1 Nieprzemienna probabilistyka

Wyniki bada« skªadaj¡ce si¦ na osi¡gni¦cie naukowe habilitanta dotycz¡ nieprzemiennej pro-
babilistyki, a w szczególno±ci wolnej probabilistyki. Jest to teoria zapocz¡tkowana przez Vo-
iculescu w pracy [48], która od tego czasu dynamicznie si¦ rozwija. Przed sformuªowaniem
i omówieniem wyników bada« habilitanta, dla wygody czytelnika do±¢ obszernie przedsta-
wione zostan¡ niezb¦dne poj¦cia dotycz¡ce wolnej probabilistyki. Pozwoli to te» umie±ci¢ w
odpowiednim kontek±cie prezentowane wyniki. Szczegóªowe wprowadzenie do nieprzemiennej
probabilistyki mo»na znale¹¢ w [34] i [39] .

De�nicja 4.1. Nieprzemienn¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡ nazywamy par¦ (A, ϕ), gdzie A
jest algebr¡ z jedynk¡ (oznaczan¡ przez 1A), natomiast ϕ : A → C jest funkcjonaªem liniowym
unormowanym tzn. ϕ(1A) = 1. Elementy algebry A nazywamy nieprzemiennymi zmiennymi
losowymi. Je±li ϕ speªnia ϕ(ab) = ϕ(ba), dla wszystkich a, b ∈ A to mówimy, »e ϕ jest ±ladowy.
Algebra A jest ∗�algebr¡ gdy istnieje przeksztaªcenie ∗ : A → A, takie »e dla wszystkich a, b ∈ A
(a∗)∗ = a oraz (ab) = b∗a∗. Gdy A jest ∗�algebr¡ oraz mamy ϕ (aa∗) ≥ 0 dla wszystkich a ∈ A
(czyli ϕ jest dodatni), to nieprzemienn¡ przestrze« probabilistyczn¡ nazywamy ∗�przestrzeni¡
probabilistyczn¡.

Przykªad 4.2. Przykªadami nieprzemiennych przestrzeni probabilistycznych s¡ pary:
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a.
(
L∞(Ω,F ,P),E

)
, gdzie L∞(Ω,P) jest algebr¡ zmiennych ograniczonych zde�niowanych

na klasycznej przestrzeni probabilistycznej (Ω,F ,P), natomiast E to warto±¢ oczekiwana.

b.
(
MN (C), 1

NTr
)
, gdzie przez MN (C) oznaczamy algebr¦ macierzy wymiaru N × N o

wyrazach zespolonych, natomiast Tr oznacza ±lad macierzy.

c.

(
MN

(
L∞(Ω,F ,P)

)
,E ◦

(
1
NTr

))
, gdzie MN

(
L∞(Ω,F ,P)

)
to przestrze« macierzy o

wyrazach b¦d¡cych ograniczonymi zmiennymi losowymi, a E
(

1
NTr

)
to zªo»enie funkcjo-

naªów z punktów a i b.

d. Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta oraz niech B(H) b¦dzie algebr¡ operatorów linio-
wych, ograniczonych na H. Niech A b¦dzie podalgebr¡ B(H) z jedynk¡ (tzn. zawieraj¡c¡
operator identyczno±ciowy). Ustalmy ξ0 ∈ H taki, »e ||ξ0|| = 1, i zde�niujmy ϕ : A → C
jako ϕ(a) = 〈aξ0, ξ0〉, wtedy (A, ϕ) jest nieprzemienn¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡.

Uwaga 4.3. W powy»szych przykªadach zamiast ograniczonych zmiennych losowych mo»na
rozwa»a¢ przestrze« L∞−(Ω,F ,P) =

⋂∞
p=1 L

p (Ω,F ,P), czyli zmienne losowe o wszystkich
momentach sko«czonych. Wi¦kszo±¢ wyników przedstawiona w dalszej cz¦±ci dotyczy¢ b¦dzie
ograniczonych zmiennych losowych.

Przykªady przedstawione w punktach a,b i c powy»ej s¡ elementarne i maj¡ na celu wska-
zanie mo»liwej realizacji klasycznych zmiennych losowych i macierzy losowych w ramach nie-
przemiennej przestrzeni probabilistycznej. Natomiast typowe przykªady nieprzemiennych prze-
strzeni probabilistycznych s¡ zwi¡zane z punktem d. Typowo zakªadamy, »e jest A jest C∗-
algebr¡ lub algebr¡ von Neumanna oraz ϕ b¦d¡cy tzw. stanem na odpowiedniej algebrze.
Szczegóªy dotycz¡ce C∗-algebr, algebr von Neumanna i funkcjonaªów na tych algebrach mo»na
znale¹¢ na przykªad w [46].

W przypadku gdy A jest C∗-algebr¡ oraz funkcjonaª ϕ jest dodatni nieprzemienn¡ prze-
strze« probabilistyczn¡ nazywamy C∗-przestrzeni¡ probabilistyczn¡.

Gdy A jest algebr¡ von Neumanna oraz ϕ jest dodatni, wierny oraz normalny (czyli ci¡gªy
wzgl¦dem topologi sªabej z gwiazdk¡), to nieprzemienn¡ przestrze« probabilistyczn¡ nazywamy
W ∗-przestrzeni¡ probabilistyczn¡.

De�nicja 4.4. Niech (A, ϕ) b¦dzie nieprzemienn¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡, niech a ∈ A
b¦dzie zmienn¡ losow¡ samosprz¦»on¡, tzn. a = a∗. Je±li istnieja miara µ taka, »e

ϕ (an) =

∫
R
tndµ(t), dla n ≥ 1.

to µ nazywamy rozkªadem zmiennej a.

Uwaga 4.5. W przypadku gdy A jest C∗-algebr¡, wtedy dla ka»dej samosprz¦»onej zmiennej
losowej a istnieje i jest jednoznacznie wyznaczona miara µ, opisana w De�nicji 4.4, b¦d¡ca
rozkªadem a.

Przykªad 4.6. Rozpatrzmy nieprzemienn¡ przestrze« probabilistyczn¡
(
MN (C), 1

NTr
)
z Przy-

kªadu 4.2(b). Niech A ∈MN (C) b¦dzie hermitowska i oznaczmy jej warto±ci wªasne (wypisane
z krotno±ciami) przez λ1, . . . , λN . Wtedy ªatwo zauwa»y¢, »e rozkªad zmiennej A to miara µ
zadana przez

µ =
1

N

(
δλ1 + . . .+ δλN

)
.
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Dla zmiennej nie samosprz¦»onej a de�niuje si¦ tzw. ∗�rozkªad wyznaczony przez ∗�
momenty.

De�nicja 4.7. Niech a b¦dzie zmienn¡ losow¡ w ∗�przestrzeni probabilistycznej (A, ϕ). Wy-
ra»enie postaci

ϕ (aε1 · · · aεn) dla n ≥ 0 oraz ε1, . . . , εn ∈ {1, ∗}

nazywamy ∗�momentem zmiennej losowej a.

De�nicja 4.8. Przez C〈X,X∗〉 oznacza¢ b¦dziemy algebr¦ z jedynk¡, nazywan¡ algebr¡ nie-
przemiennych wielomianów generowanych przez X,X∗. Jest to algebra której baz¦ stanowi¡
jednomiany postaci Xε1 · · ·Xεn, gdzie n ≥ 0 oraz ε1, . . . , εn ∈ {1, ∗}. Mno»enie jednomianów
zadane jest przez konkatenacj¦.

De�nicja 4.9. Niech (A, ϕ), b¦dzie nieprzemienn¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡, ∗�rozkªadem
zmiennej losowej aA nazywamy funkcjonaª µ : C〈X,X∗〉 → C zde�niowany jako

µ(P ) = ϕ
(
P (a, a∗)

)
dla P ∈ C〈X,X∗〉.

Uwaga 4.10. Pomimo, »e de�nicja ∗-rozkªadu wydaje si¦ zawiera¢ tylko informacj¦ kombi-
natoryczn¡ na temat ∗-momentów, warto zauwa»y¢, »e niesie on bardzo wiele informacji na
temat zmiennej losowej i dobre zrozumienie kombinatorycznych wªasno±ci ∗-rozkªadu jest istot-
nym zagadnieniem. Na przykªad je»eli a i b s¡ dwiema nieprzemiennymi zmiennymi losowymi
o takim samym ∗-rozkªadzie, oraz oznaczymy przez M i N C∗�algebry generowane przez a i
b odpowiednio, to istnieje izometryczny izomor�zm pomi¦dzyM oraz N .

Dla ustalonej macierzy, jej ∗-rozkªad pozwala uzyska¢ peªn¡ informacj¦ o empirycznym
rozkªadzie warto±ci wªasnych.

Podobnie dla tzw. miary Browna (zob. [7, 23, 34]), ∗-rozkªad zawiera peªn¡ informacj¦
niezb¦dn¡ do obliczenia miary Browna, aczkolwiek praktyczne wykorzystanie tej informacji do
obliczenia miary Browna w konkretnych przykªadach jest nietrywialnym problemem.

Podobnie jak w przypadku klasycznym, jednym z centralnych poj¦¢ nieprzemiennej proba-
bilistyki jest niezale»no±¢. Przyjmuj¡c, »e zmienne s¡ niezale»ne je±li rozkªad ª¡czny jest jed-
noznacznie wyznaczony przez rozkªady brzegowe (innymi sªowy momenty ª¡czne mo»na w uni-
wersalny sposób wyznaczy¢ za pomoc¡ momentów brzegowych), w nieprzemiennej probabili-
styce istnieje kilka rodzajów niezale»no±ci (wolna, boolowska, monotoniczna, anty-monotoniczna).
Natomiast niezale»no±¢ woln¡ uwa»a si¦ za najbardziej naturaln¡ i fundamentaln¡ niezale»-
no±¢ nieprzemienn¡ (zob. Lecture 5 w [39]). Wynika to z jej naturalnych zwi¡zków z teori¡
algebr von Neumanna, czy z teori¡ macierzy losowych. Zwi¡zki z teori¡ macierzy losowych
opisane s¡ krótko w dalszej cz¦±ci autoreferatu.

De�nicja 4.11. Podalgebry z jedyn¡ A1, . . . ,An nazywamy wolnymi, gdy dla wszystkich k ≥ 1
zawsze gdy speªnione s¡ warunki:

• ai ∈ Aj(i), dla i = 1, . . . , k

• ϕ(ai) = 0 dla i = 1, . . . , k,

• j(1) 6= j(2) 6= . . . 6= j(k),

to mamy ϕ(a1 · · · ak) = 0.
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Uwaga 4.12. Zmienne losowe a, b b¦dziemy nazywa¢ wolnymi gdy algebra generowana przez
a i 1A oraz algebra generowana przez b i 1A s¡ wolne.

Dla zmiennych nie samosprz¦»onych b¦dziemy mówili, »e s¡ ∗-wolne gdy algebra genero-
wana przez a, a∗ i 1A oraz algebra generowana przez b, b∗ i 1A s¡ wolne.

Wolne zmienne losowe mog¡ by¢ zrealizowane na nieprzemiennych przestrzeniach probabi-
listycznych zwi¡zanych z Przykªadem 4.2 d. Nie istniej¡ macierze sko«czonego wymiaru, czy
macierze losowe sko«czonego wymiaru, które s¡ wolne. Natomiast tak jak pisali±my wcze±niej
wolno±¢ pojawia si¦ w naturalny sposób w zwi¡zku z asymptotyk¡ macierzy losowych, gdy
rozmiar macierzy d¡»y do niesko«czono±ci. Zwi¡zki te zostaªy zauwa»one w pracy [50] szcze-
góªowe omówienie mo»na znale¹¢ w monogra�i [34]. Zwi¡zki wolnej probabilistyki z teori¡
macierzy losowych s¡ intensywnie badanym zagadnieniem (zob. na przykªad [1, 20, 41, 4]).
W poni»szym autoreferacie zwi¡zki z macierzami losowymi wykorzystywane b¦d¡ do ilustracji
zastosowa« przedstawianych wyników, poni»ej w skrócie wyja±niamy na czym ten zwi¡zek
polega.

Uwaga 4.13. Zaªó»my, »e (AN )N oraz (BN )N s¡ ci¡gami diagonalnych macierzy, przy czym
AN oraz BN s¡ wymiaru N ×N dla N = 1, 2, . . .. Oznaczmy przez µAN , µBN empiryczne roz-
kªady warto±ci wªasnych macierzy AN i BN , zaªó»my »e µAN zbiega sªabo do miary µ oraz µBN
zbiega sªabo do ν. Przez UN oznacza¢ b¦dziemy losow¡ macierz o rozkªadzie Haara na grupie
macierzy unitarnych rozmiaru N ×N . Rozwa»my nieprzemienn¡ przestrze« probabilistyczn¡
(A, ϕ) zawieraj¡c¡ wolne zmienne a, b o rozkªadach µ, ν odpowiednio. Wtedy dla dowolnego
nieprzemiennego wielomianu P zachodzi

lim
N→∞

1

N
ETr(P (AN , UNBNU

∗
N )) = ϕ(P (a, b))

Powy»sza wªasno±¢ to tak zwana asymptotyczna wolno±¢ macierzy losowych. Wªasno±¢ ta
zachodzi w du»o wi¦kszej ogólno±ci, dla niezale»nych macierzy losowych unitarnie niezmienni-
czych. Dodatkowo powy»sza zbie»no±¢ zachodzi prawie na pewno to znaczy z p-stwem 1 mamy

lim
N→∞

1

N
Tr(P (AN , UNBNU

∗
N )) = ϕ(P (a, b)).

W poni»szym autoreferacie pewn¡ rol¦ w pracy [H1] odgrywa¢ b¦dzie niezale»no±¢ Bo-
olowska zde�niowana w [45] wywodz¡ca si¦ z bada« w pracach [17, 15, 18].

De�nicja 4.14. Podalgebry A1, . . . ,An nazywamy boolowsko niezale»nymi gdy, dla wszystkich
k ≥ 1 oraz wszystkich a1, . . . , ak ∈ A je±li:

• ai ∈ Aj(i), dla i = 1, . . . , k

• j(1) 6= j(2) 6= . . . 6= j(k),

to ϕ(a1 · · · ak) = ϕ(a1) · · ·ϕ(ak)

Struktury zwi¡zane z niezale»no±ci¡ boolowsk¡, s¡ ªatwiejsze ni» zwi¡zane z wolno±ci¡.
Niezale»no±¢ boolowska nie pojawia si¦ te» w naturalny sposób w teorii macierzy losowych.
Okazuje si¦ jednak, »e niezale»no±¢ boolowska posiada nietrywialne zwi¡zki z woln¡ probabi-
listyk¡. Teoria ta dostarcza narz¦dzi pozwalaj¡cych rozwi¡zywa¢ problemy zwi¡zane bezpo-
±rednio z wolno±ci¡. Prace [H1]�[H4] dotycz¡ zagadnie« pochodz¡cych bezpo±rednio z wolnej
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nieprzecinaj¡ca interwaªowa

Rysunek 1: Ró»ne rodzaje partycji

probabilistyki, które rozwi¡zywane s¡ za pomoc¡ kumulant boolowskich. Kumulanty boolow-
skie to rodzina funkcjonaªów która w naturalny sposób pojawia si¦ w zwi¡zku z niezale»no±ci¡
boolowsk¡. To, »e kumulanty boolowskie okazuj¡ si¦ wygodnym narz¦dziem do rozwi¡zywania
pewnych problemów pochodz¡cych z wolnej probabilistyki jest do±¢ zaskakuj¡ce i w opinii ha-
bilitanta jest najwa»niejsz¡ obserwacj¡ metodologiczn¡ poczynion¡ we wspomnianej powy»ej
serii prac. Jest to wyj±cie poza schemat standardowej metodologii bada« w nieprzemiennej
probabilistyce, gdzie kumulanty wolne byªy gªównym narz¦dziem do badania problemów w
wolnej probabilistyce, natomiast kumulanty boolowskie sªu»yªy jako narz¦dzie do badania
zmiennych boolowsko niezale»nych. Okazuje si¦, »e to wyj±cie poza przyj¦ty schemat daje za-
skakuj¡ce efekty i pozwala odpowiada¢ na nietrywialne pytania, na które odpowied¹ wcze±niej
nie byªa znana.

W kolejnej sekcji podane zostan¡ de�nicje kumulant boolowskich i wolnych oraz omówione
s¡ struktury kombinatoryczne z nimi zwi¡zane.

4.3.2 Ró»ne rodzaje partycji i kumulant

Istotnym narz¦dziem zarówno w teorii nieprzemiennej probabilistyki jaki i w badaniach za-
wartych w pracach [H1]�[H4] s¡ kumulanty. Do zde�niowania kumulant niezb¦dne s¡ de�nicje
ró»nych rodzajów partycji zbioru liniowo uporz¡dkowanego.

De�nicja 4.15.

1. Ustalmy dodatni¡ liczb¦ caªkowit¡ n oraz oznaczmy [n] := {1, . . . , n}. Partycj¡ π zbioru
[n] nazwiemy zbiór niepustych, parami rozª¡cznych podzbiorów B1, . . . , Bk ⊆ [n], takich
»e
⋃k
j=1Bj = [n]. Zbiory Bj dla j = 1, . . . , k nazywamy blokami π, liczb¦ bloków π

oznaczamy przez |π|, czyli mamy |π| = k.

Zbiór wszystkich partycji zbioru [n] jest oznaczany przez P (n).

2. Mówimy, »e π ∈ P (n) jest nieprzecinaj¡ca je±li dla dowolnych B1, B2 ∈ π oraz 1 ≤ i1 <
j1 < i2 < j2 ≤ n,

(i1, i2 ∈ B1 oraz j1, j2 ∈ B2) ⇒ B1 = B2.

Zbiór wszystkich nieprzecinaj¡cych partycji zbioru [n] oznaczamy przez NC(n).

3. Powiemy, »e π ∈ P (n) jest partycj¡ interwaªow¡ je±li dla dowolnych B1, B2 ∈ π oraz
1 ≤ i1 < j1 < i2 ≤ n

(i1, i2 ∈ B1 oraz j1 ∈ B2) ⇒ B1 = B2.

Zbiór wszystkich partycji interwaªowych zbioru [n] jest oznaczany przez Int(n).

Na zbiorach P (n), NC(n) oraz Int(n) istnieje cz¦±ciowy porz¡dek oznaczany przez ≤, tzw.
porz¡dek odwrotnego rozdrobnienia (reversed re�nement order).
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De�nicja 4.16. Dla π, σ ∈ P(n) mówimy, »e π ≤ σ gdy dla dowolnego bloku B ∈ π istnieje
blok C ∈ σ, taki »e B ⊆ C. Porz¡dek ≤ jest równie» cz¦±ciowym porz¡dkiem na zbiorach
NC(n) i Int(n).

Przez 1n oznacza¢ b¦dziemy maksymaln¡ partycj¦ zbioru [n] wzgl¦dem porz¡dku ≤, tj. par-
tycj¦ z jednym blokiem równym [n].

Na zbiorze NC(n) b¦dziemy rozwa»a¢ równie» inny cz¦±ciowy porz¡dek �. Dla π, σ ∈
NC(n) powiemy, »e π � σ gdy π ≤ σ oraz dla dowolnego C ∈ σ istnieje blok B ∈ π taki, »e
min(C),max(C) ∈ B.

Okazuje si¦, »e (NC(n),≤) i (Int(n),≤) maj¡ struktur¦ kraty, (zob. [39], Lecture 9 i 10).
W dalszej cz¦±ci autoreferatu wykorzystywa¢ b¦dziemy antyizomor�zm kraty nieprzecina-

j¡cych partycji, tzw. dopeªnienie Krewerasa zde�niowane w [28].

De�nicja 4.17. Ustalmy nieprzecinaj¡c¡ partycj¦ π ∈ NC(n), dopeªnieniem Krewerasa par-
tycji π nazywamy partycj¦ oznaczan¡ przez K(π) która jest najwi¦ksz¡ (wzgl¦dem porz¡dku
≤) nieprzecinaj¡c¡ partycj¡ zbioru {1̄, 2̄, . . . , n̄}, tak¡ »e π ∪K(π) jest nieprzecinaj¡c¡ party-
cj¡ zbioru {1, 1̄, 2, 2̄, . . . , n, n̄}. Zbiór {1, 1̄, 2, 2̄, . . . , n, n̄} uto»samiamy w kanoniczny sposób ze
zbiorem [2n], st¡d de�nicja nieprzecinaj¡cej partycji na tym zbiorze jest taka jak w De�nicji
4.15.

Ustalmy nieprzemienn¡ przestrze« probabilistyczn¡ (A, ϕ). Za pomoc¡ funkcjonaªu ϕ
de�niujemy rodzin¦ wieloliniowych funkcjonaªów multiplikatywnych, które posªu»¡ do de�nicji
kumulant.

De�nicja 4.18. Niech π = {B1, . . . , Bk} ∈ P(n). Dla a1, . . . , an ∈ A oznaczmy

ϕπ(a1, . . . , an) =
k∏
j=1

ϕ
(
aBj

)
(1)

gdzie

ϕ
(
aBj

)
= ϕ

∏
i∈Bj

ai


oraz zmienne w iloczynie

∏
i∈Bj ai pojawiaj¡ si¦ zgodnie z porz¡dkiem indeksów. Dla π = 1k

b¦dziemy pisa¢ ϕ1k(a1, . . . , ak) = ϕk(a1, . . . , ak)

Nast¦pnie przywoªamy de�nicj¦ wolnych i boolowskich kumulant. Wolne kumulanty, zde�-
niowane w [44], s¡ wa»nym narz¦dziem w wolnej probabilistyce, kumulanty boolowskie zostaªy
zde�niowane w pracy [45] jako narz¦dzie daj¡ce charakteryzacj¦ boolowskiej niezale»no±ci.

De�nicja 4.19. Dla dowolnego n ≥ 1 wolna kumulanta rz¦du n oznaczana przez κn : An → C
jest zde�niowana rekurencyjnie przez zale»no±¢

∀m ≥ 1 ∀a1, . . . , am ∈ A ϕ(a1 · · · am) =
∑

π∈NC(m)

κπ(a1, . . . , am),

gdzie dla π = {B1, . . . , Bk} ∈ NC(m) mamy

κπ(a1, . . . , am) =
∏
Bi∈π

Bi={i1,...,ij}

κj

(
ai1 , . . . , aij

)
.
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Podobnie, dla dowolnego n ≥ 1 kumulanty boolowskie βn : An → C s¡ zde�niowane
rekurencyjnie przez

∀m ≥ 1 ∀a1, . . . , am ∈ A ϕ(a1 · · · am) =
∑

π∈Int(m)

βπ(a1, . . . , am),

gdzie dla π = {B1, . . . , Bk} ∈ Int(m) mamy

βπ(a1, . . . , am) =
∏
Bi∈π

Bi={i1,...,ik}

βk
(
ai1 , . . . , aik

)
.

Gdy a ma rozkªad µ b¦dziemy pisa¢ wymiennie κn(µ), κn(a) maj¡c na my±li wielko±¢
κn(a, . . . , a) pojawiaj¡c¡ si¦ w powy»szej de�nicji. Podobne oznaczenie b¦dziemy stosowa¢
dla kumulant boolowskich.

Wolne kumulanty daj¡ wygodny i u»yteczny opis wolno±ci.

Twierdzenie 4.20 (Speicher, [44]). Niech (A, ϕ) b¦dzie nieprzemienn¡ przestrzeni¡ probabi-
listyczn¡ oraz niech (κn)n≥1 b¦d¡ wolnymi kumulantami. Ustalmy rodzin¦ podalgebr (Ai)i∈I .
Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) Podalgebry (Ai)i∈I s¡ wolne.

(ii) Dla dowolnego n ≥ 2 oraz dla wszystkich ai ∈ Ai(j), (j = 1, 2, . . . , n) mamy κn(a1, . . . , an) =
0 zawsze gdy istniej¡ 1 ≤ l, k ≤ n, takie »e i(l) 6= i(k).

W analogiczny sposób kumulanty boolowskie daj¡ charakteryzacj¦ niezale»no±ci boolow-
skiej.

Twierdzenie 4.21 (Speicher, [45]). Niech (A, ϕ) b¦dzie nieprzemienn¡ przestrzeni¡ probabili-
styczn¡ oraz niech (βn)n≥1 b¦d¡ boolowskimi kumulantami. Ustalmy rodzin¦ podalgebr (Ai)i∈I .
Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) Podalgebry (Ai)i∈I s¡ boolowsko niezale»ne.

(ii) Dla dowolnego n ≥ 2 oraz dla wszystkich ai ∈ Ai(j), (j = 1, 2, . . . , n) mamy βn(a1, . . . , an) =
0 zawsze gdy istniej¡ 1 ≤ l, k ≤ n, takie »e i(l) 6= i(k).

W dalszej cz¦±ci pracy istotny b¦dzie wzór ª¡cz¡cy wolne i boolowskie kumulanty pocho-
dz¡cy z pracy [5].

Stwierdzenie 4.22. Dla wszystkich n ∈ N i a1, . . . , an ∈ A mamy

βn(a1, . . . , an) =
∑

π∈NC(n)

π�1n

κπ( (a1, . . . , an) ). (2)

Ogólniej dla π ∈ NC(n) i a1, . . . , an ∈ A mamy

βπ(a1, . . . , an) =
∑

ρ∈NC(n)

ρ�π

κπ( (a1, . . . , an) ). (3)

Gdzie porz¡dek � jest taki jak w De�nicji 4.16.
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4.3.3 Sploty, subordynacja i warunkowe warto±ci oczekiwane

Niezale»no±¢ prowadzi w naturalny sposób do de�nicji splotu miar probabilistycznych.

De�nicja 4.23. Dla zmiennych wolnych, samosprz¦»onych a, b o rozkªadach µ, ν odpowiednio
rozkªad zmiennej a+ b nazywamy wolnym splotem miar µ i ν oraz oznaczamy przez µ� ν.

Je±li a jest nieujemna to mo»na w jednoznaczny sposób zde�niowa¢ dodatni¡ zmienn¡
losow¡

√
a i rozkªad zmiennej losowej

√
ab
√
a nazywamy wolnym splotem multiplikatywnym

miar µ i ν i oznaczamy przez µ� ν.

W podobny sposób de�niuje si¦ wolny splot addytywny i multiplikatywny ∗-rozkªadów.

De�nicja 4.24. Dla zmiennych ∗-wolnych a, b o ∗-rozkªadach µ, ν odpowiednio ∗-rozkªad
zmiennej a+ b nazywamy wolnym splotem µ i ν oraz oznaczamy przez µ� ν.
∗-Rozkªad zmiennej losowej ab nazywamy wolnym splotem multiplikatywnym ∗-rozkªadów

µ i ν i oznaczamy przez µ� ν.

Uwaga 4.25. Tak jak zostaªo to podane powy»ej stosuje si¦ to samo oznaczenie � i � zarówno
w przypadku splotu miar probabilistycznych jak i w przypadku splotu ∗-rozkªadów. Za ka»dym
razem gdy b¦dziemy odwoªywa¢ si¦ do wolnego splotu z kontekstu b¦dzie jasne, któr¡ z operacji
mamy na my±li.

De�nicja 4.26. Dla zmiennych boolowsko niezale»nych, samosprz¦»onych a, b o rozkªadach
µ, ν odpowiednio rozkªad zmiennej a+b nazywamy wolnym splotem miar µ i ν oraz oznaczamy
przez µ ] ν.

W analogiczny sposób de�niuje si¦ splot boolowski ∗-rozkªadów.

De�nicja boolowskiego splotu multiplikatywnego nie jest istotna dla wyników przedstawia-
nych w dalszej cz¦±ci autoreferatu.

Poni»ej wyja±niamy w jaki sposób odpowiednie kumulanty pozwalaj¡ opisywa¢ zde�nio-
wane powy»ej operacje.

Uwaga 4.27. Korzystaj¡c z wieloliniowo±ci wolnych kumulant oraz Twierdzenia 4.20 ªatwo
wida¢, »e dla a, b wolnych oraz wszystkich n ≥ 1 mamy

κn(a+ b) = κn(a) + κn(b).

Podobnie dla a′, b′ boolowsko niezale»nych o mamy

βn(a′ + b′) = βn(a′) + βn(b′).

W pracy [36] udowodniono, »e dopeªnienie Krewerasa w naturalny sposób pojawia si¦ przy
badaniu iloczynów wolnych zmiennych losowych.

κn(ab) =
∑

π∈NC(n)

κπ(a)κK(π)(b).

Uwaga 4.28. Przy zaªo»eniach De�nicji 4.23, gdy obie zmienne a, b s¡ nieujemne to przy
zaªo»eniu ±ladowo±ci ϕ rozkªady

√
ab
√
a oraz

√
ba
√
b s¡ takie same, dokªadniej mamy

ϕ
((√

ab
√
a
)n)

= ϕ

((√
ba
√
b
)n)

= ϕ
(
(ab)n

)
.
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Zwró¢my uwag¦, »e zmienna ab nie jest samosprz¦»ona i jako taka posiada nietrywialny
∗-rozkªad. Kombinatoryka wolnych kumulant pozwala na dokªadny opis rozkªadu

√
ab
√
a na-

tomiast ∗�rozkªad ab nie posiadaª dobrego opisu w terminach rozkªadów a i b. Znalezienie
∗�rozkªadu iloczynu wolnych zmiennych byªo problemem otwartym, jego rozwi¡zanie jest jed-
nym z wyników pracy [H2] opisanej szczegóªowo w dalszej cz¦±ci autoreferatu.

Opisane powy»ej sploty miar mog¡ by¢ efektywnie znajdowane za pomoc¡ narz¦dzi anali-
tycznych.

De�nicja 4.29. Transformat¡ Cauchy'ego miary µ nazywamy funkcj¦ okre±lon¡ jako

Gµ(z) =

∫
R

1

z − x
dµ(x), dla z /∈ supp(µ).

Uwaga 4.30. Dla dowolnej miary µ funkcja Gµ jest analitycznym przeksztaªceniem z górnej
póªpªaszczyzny zespolonej C+ = {z ∈ C; Im(z) > 0} w doln¡ póªpªaszczyzn¦ zespolon¡ C− =
{z ∈ C; Im(z) < 0}.

Z transformaty Cauchy'ego mo»na odzyska¢ miar¦ za pomoc¡ tzw. wzoru na odwrócenie
Stjeltiesa

dµ(x) = − 1

π
lim
ε→0

Im
(
Gµ(x+ iε)

)
dx,

gdzie powy»sza granica jest granic¡ w sensie sªabej zbie»no±ci miar probabilistycznych.

Okazuje si¦, »e dla miar o no±niku zwartym transformata Cauchy'ego jest odwracalna w
pewnym otoczeniu niesko«czono±ci, a odwrotno±¢ transformaty Cauchy'ego po zlikwidowaniu
singularno±ci w zerze (tj. odj¦ciu 1/z) odgrywa rol¦ podobn¡ do logarytmu funkcji charaktery-
stycznej w klasycznej probabilistyce. Funkcj¦ zde�niowan¡ w poni»szym twierdzeniu nazywa¢
b¦dziemy R-transformat¡ miary µ.

Twierdzenie 4.31 (Voiculescu, [48]). Dla dowolnej miary o no±niku zwartym istnieje otocze-
nie zera, takie »e dobrze okre±lona jest funkcja

rµ(z) = G〈−1〉µ (z)− 1

z
.

Nazywamy j¡ R-transformat¡. W otoczeniu zera na którym okre±lone s¡ wszystkie poni»ej
wyst¦puj¡ce funkcje mamy

rµ�ν(z) = rµ(z) + rν(z).

Uwaga 4.32. Wolne kumulanty s¡ wspóªczynnikami w rozwini¦ciu wokóª zera R-transformaty
tj. mamy

rµ(z) =
∞∑
n=1

κn(µ)zn−1.

W dalszej cz¦±ci b¦dziemy te» jako R-transformat¦ okre±la¢ funkcj¦ Rµ(z) = zrµ(z).

W pracy [49] Voiculescu zde�niowaª tzw. S-transformat¦ która pozwala na znajdowanie
splotu multiplikatywnego miar na póªprostej dodatniej. Przez Ψµ oznacza¢ b¦dziemy tzw.
transformat¦ momentow¡

Mµ(z) =

∫
R

zx

1− zx
dµ(x),

okre±lon¡ dla z ∈ C, takich »e 1/z /∈ supp(µ). Je±li µ ma no±nik zwarty to w pewnym
otoczeniu zera mamy Mµ(z) =

∑∞
n=1 z

nmn(µ), gdzie mn(µ) to n-ty moment miary µ.
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Twierdzenie 4.33. Niech miary µ i ν maj¡ no±nik zawarty w [0,+∞). Istnieje otoczenie
przedziaªu (−ε, 0), dla pewnego ε > 0 taki, »e funkcja

Sµ(z) =
z + 1

z
M 〈−1〉µ (z)

jest dobrze okre±lona oraz w tym obszarze mamy

Sµ�ν(z) = Sµ(z)Sν(z).

Funkcja

ηµ(z) =
Mµ(z)

1+Mµ(z)
(4)

okazuje si¦ by¢ równa funkcji generuj¡cej kumulant boolowskich, czyli ηµ(z) =
∑∞

n=1 βn(z)zn,
mamy zatem nast¦puj¡cy fakt.

Stwierdzenie 4.34. Dla z takich, »e wszystkie trzy funkcje s¡ dobrze okre±lone mamy

ηµ]ν(z) = ηµ(z) + ην(z).

W niniejszym referacie rozwa»a¢ b¦dziemy jedynie miary o no±niku zwartym, natomiast
operacje wolnego splotu addytywnego i multiplikatywnego zostaªy rozszerzone na wszystkie
miary probabilistyczne w pracy [9].

Wyniki z prac [H3] i [H4] dotycz¡ warunkowych warto±ci oczekiwanych. Do de�nicji wa-
runkowej warto±ci oczekiwanej zakªadamy, »e algebra zmiennych losowych A jest algebr¡ von
Neumanna oraz ϕ jest wiernym, normalnym, ±ladowym stanem, czyli (A, ϕ) jest ±ladow¡W ∗�
przestrzeni¡ probabilistyczn¡. Dla (A, ϕ) ±ladowej W ∗�przestrzeni probabilistycznej oraz dla
dowolnej podalgebry von Neumanna B ⊂ A istnieje wierny, normalny rzut E(·|B) : A → B,
taki »e ϕ ◦ E(·|B) = ϕ. Rzut ten nazywa si¦ warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡ na podalgebr¦
B wzgl¦dem ϕ. Je±li a ∈ A jest samosprz¦»ona to E(a|B) jest jednoznacznie wyznaczonym
elementem samosprz¦»onym algebry B. Dla a ∈ A przez E(·|a) b¦dziemy oznacza¢ rzut na
algebr¦ von Neumanna generowan¡ przez a oraz 1A.

Wa»nym wynikiem dotycz¡cym warunkowych warto±ci oczekiwanych dla wolnych zmien-
nych jest tzw. subordynacja. Nazwa subordynacja bierze si¦ ze zwi¡zków z teori¡ funkcji
zespolonych, a dokªadniej z zagadnieniem kiedy dla f, g : U → U analitycznych przeksztaªce«
z dysku jednostkowego w dysk jednostkowy istnieje funkcja analityczna ω : U → U taka »e
ω(0) = 0, |ω(z)| < 1 oraz f(z) = g(ω(z)) dla z ∈ U . Zagadnienie to rozwa»a si¦ równie» dla
innych obszarów ni» dysk jednostkowy. Okazuje si¦, »e analityczna subordynacja pojawia si¦
w naturalny sposób przy badaniu wolnych splotów.

Twierdzenie 4.35 (Biane, [11]). Niech a oraz podalgebra B b¦d¡ wolne oraz b ∈ B wtedy
istnieje jedyna funkcja analityczna ω okre±lona na C \ R, taka »e:

(i)

E
(

(z − a− b)−1|B
)

= (ω(z)− b)−1 (5)

(ii) ω(z) = ω(z), dodatkowo dla z ∈ C+ mamy Im(ω(z)) ≥ Im(z) oraz ω(iy)
iy → 1 gdy

y → +∞.
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Uwaga 4.36. Zaªó»my, »e zmienne a, b w twierdzeniu powy»ej maj¡ rozkªady µ, ν odpowiednio,
czyli a+ b ma rozkªad µ� ν. Po naªo»eniu stanu ϕ na obie strony równo±ci (5) otrzymujemy
równo±¢ dla transformat Cauchy'ego

Gµ�ν(z) = Gν(ω(z)).

Powy»sza równo±¢ razem z punktem (ii) Twierdzenia 4.35 jednoznacznie wyznacza funkcj¦ ω.
Okazuje si¦, »e dla ka»dego z ∈ C+ istnieje równanie punktu staªego, które speªnia ω(z).

Dodatkowo do punktu staªego mo»na zbiega¢ iteruj¡c to równanie (zob. [3]). Daje to alterna-
tywn¡ metod¦ znajdowania wolnego splotu lub jego numerycznej aproksymacji.

Podobna subordynacja zachodzi równie» dla wolnego splotu multiplikatywnego.

Twierdzenie 4.37 (Biane, [11]). Niech a oraz podalgebra B b¦d¡ wolne, zaªó»my »e b ∈ B
oraz zmienne a, b s¡ dodatnie o rozkªadach ró»nych ni» δ0. Wtedy istnieje jedyna funkcja
analityczna η okre±lona na C \ R+, taka »e:

(i)

E
(
zb1/2ab1/2(1− zb1/2ab1/2)−1|B

)
= η(z)b(1− η(z)b)−1 (6)

(ii) Dla z ∈ C+ mamy η(z) ∈ C+, η(z) = η(z) oraz Arg(η(z)) ≥ Arg(z) .

Uwaga 4.38. Podobnie jak w przypadku addytywnym je±li a, b maj¡ rozkªady µ, ν odpowiednio
po naªo»eniu stanu ϕ na obie strony równania (6) otrzymujemy

Mµ�ν(z) = Mν(η(z)).

Multiplikatywna funkcja subordynacji η jest jednoznacznie wyznaczona przez powy»sz¡ równo±¢
oraz przez punkt (ii) Twierdzenia 4.37.

Uwaga 4.39. W pracy [H3] powy»sze wyniki rozstaªy uogólnione na przypadek funkcji od
wolnych zmiennych postaci b+ f(b)af(b)∗, znalezione zostaªy tak»e rozwini¦cia funkcji subor-
dynacji.

Wªasno±ci multiplikatywnej funkcji subordynacji odgrywaªy te» istotn¡ rol¦ w pracy [H1].

Analogiczne transformaty wprowadza si¦ w przypadku ∗-rozkªadów. Wprowadzimy naj-
pierw poj¦cie szeregów formalnych o nieprzemiennych zmiennych, które graj¡ rol¦ transformat
w przypadku ∗-rozkªadów. Szeregi te b¦d¡ pojawiaªy si¦ w pracy [H1], której wyniki natural-
niej formuªuje si¦ w terminach ∗-rozkªadów, ni» zmiennych losowych o zadanych rozkªadach.
Przy opisie ∗ rozkªadów za pomoc¡ szeregów formalnych b¦dziemy odwoªywa¢ si¦ do ich
wspóªczynników. Wspóªczynniki te to podobnie jak w przypadku zmiennych samosprz¦»o-
nych momenty dla szeregu M , wolne kumulanty dla szeregu R, oraz kumulanty boolowskie
dla szeregu η. Poni»ej wprowadzamy oznaczenia z jakich b¦dziemy korzysta¢ w pracy [H1].

Uwaga 4.40. (Szeregi i ich wspóªczynniki.) (1) Algebra szeregów formalnych w dwóch nie-
przemiennych zmiennych z i z∗ jest oznaczana przez C〈〈z, z∗〉〉. Przez C0〈〈z, z∗〉〉 ⊂ C〈〈z, z∗〉〉
oznacza¢ b¦dziemy zbiór szeregów formalnych z zerowym wspóªczynnikiem staªym. Dowolny
element f ∈ C0〈〈z, z∗〉〉 jest postaci

f(z, z∗) =
∞∑
n=1

∑
`1,...,`n∈{1,∗}

α(`1,...,`n)z
`1 · · · z`n =

∑
w∈{1,∗}n

αwz
w, (7)
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gdzie wspóªczynniki αw s¡ zespolone oraz dla w = (`1, . . . , `n) ∈ {1, ∗}n oznaczamy zw =
z`1 · · · z`n.

(2) Dla ustalonego w ∈ {1, ∗}n, oznaczamy przez Cfw : C0〈〈z, z∗〉〉 → C funkcjonaª liniowy
który przyjmuje warto±¢ równ¡ wspóªczynnikowi zw szeregu f ∈ C0〈〈z, z∗〉〉. Tzn. dla f danego
przez (7), mamy Cfw(f) = αw, w ∈ {1, ∗}n dla dowolnego n ≥ 1.

(3) Dla ustalonego n, sªowa w = (`1, . . . , `n) ∈ {1, ∗}n oraz partycji π zbioru {1, . . . , n},
de�niujemy funkcjonaª (nieliniowy, poza przypadkiem gdy π skªada si¦ z jednego bloku) Cfw;π :

C0〈〈z, z∗〉〉 → C, w nast¦puj¡cy sposób. Dla dowolnego bloku B = {b1, . . . , bm} partycji π,
gdzie 1 ≤ b1 < · · · < bm ≤ n, kªadziemy

w|B = (`1, . . . , `n)|B := (`b1 , . . . , `bm) ∈ {1, ∗}m.

Nast¦pnie de�niujemy

Cfw;π(f) :=
∏
B∈π

Cfw|B(f), f ∈ C0〈〈z, z∗〉〉. (8)

[Przypu±¢my, »e n = 5, π = {{1, 4, 5}, {2, 3}}, oraz w = (`1, . . . , `5). Wtedy Cfw;π(f) =
Cf(`1,`4,`5)(f) · Cf(`2,`3)(f), f ∈ C0〈〈z, z∗〉〉.]

Przez Dalg(1, ∗) oznacza¢ b¦dziemy zbiór wszystkich liniowych funkcjonaªów C〈X,X∗〉 →
C.

De�nicja 4.41. (Szereg momentowe) Ustalmy µ ∈ Dalg(1, ∗). (1) Szereg momentowy µ jest
zde�niowany jako Mµ :=

∑∞
n=1

∑
w∈{1,∗}n µ(Zw)zw ∈ C0〈〈z, z∗〉〉.

(2) Szereg ηµ jest zde�niowany jako

ηµ := Mµ(1 +Mµ)−1 = (1 +Mµ)−1Mµ ∈ C0〈〈z, z∗〉〉, (9)

gdzie wszystkie operacje algebraiczne s¡ wykonywane w algebrze C〈〈z, z∗〉〉.
(3) Oczywi±cie z równania (9) wynika, »e szereg Mµ mo»na odzyska¢ z szeregu ηµ jako

Mµ = ηµ(1− ηµ)−1 = (1− ηµ)−1ηµ. (10)

(4) Prawa strona (10) mo»e by¢ zapisana jako szereg geometryczny
∑∞

n=1 η
n
µ (zbie»ny w

tym sensie, »e
∑∞

n=1 Cfw(ηnµ) zawiera tylko sko«czenie wiele niezerowych wyrazów dla wszyst-
kich w ∈ {1, ∗}n oraz wszystkich n ≥ 1). Co daje wzór na wspóªczynniki Mµ w terminach
wspóªczynników ηµ, mamy

Cfw(Mµ) =
∑

π∈Int(n)

Cfw;π(ηµ). (11)

Analogicznie

Cfw(ηµ) =
∑

π∈Int(n)

(−1)1+|π|Cfw;π(Mµ). (12)

Uwaga 4.42. (1) Szeregiem R ∗-rozkªadu µ ∈ Dalg(1, ∗) nazywamy szereg formalny Rµ ∈
C0〈〈z, z∗〉〉, którego wspóªczynniki s¡ wyznaczone przez zwi¡zek z ∗-momentami µ zadany wzo-
rem

Cfw(Mµ) =
∑

π∈NC(n)

Cfw;π(Rµ), w ∈ {1, ∗}n. (13)

Mo»na równowa»nie zde�niowa¢ szereg Rµ przez równanie wi¡»¡ce go z szeregiem Mµ.
Dokªadniej, Rµ jest jedynym szeregiem w C0〈〈z, z∗〉〉, który speªnia równanie

Rµ(z(1 +Mµ(z, z∗)), z∗(1 +Mµ(z, z∗)) = Mµ(z, z∗). (14)
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4.3.4 Praca [H1]

Zauwa»my, »e de�nicja wolnego splotu addytywnego w naturalny sposób prowadzi do po-
j¦cia wolnej niesko«czonej podzielno±ci miar probabilistycznych. Powiemy, »e miara µ jest
�-niesko«czenie podzielna (ozn. µ ∈ P�−ID) gdy dla dowolnego n ≥ 1 istnieje miara µn, taka
»e

µ = µn � . . .� µn︸ ︷︷ ︸
n krotnie

= µ�nn .

B¦dziemy pisa¢ µ�t maj¡c na my±li woln¡ pot¦g¦ splotow¡ rz¦du t, czyli miar¦ której R-
transformata jest równa tRµ. Warto zauwa»y¢, »e wolne pot¦gi splotowe istniej¡ dla ka»dej
miary i dla wszystkich rzeczywistych t ≥ 1 (zob. [36]), natomiast dla miar niesko«czenie
podzielnych istniej¡ wolne pot¦gi splotowe rz¦du t < 1.

W pracy [8] skonstruowana zostaªa bijekcja tzw. bijekcja Bercovici-Paty pomi¦dzy miarami
niesko«czenie podzielnymi w klasycznym splocie addytywnym P∗−ID i miarami niesko«cznie
podzielnymi w wolnym splocie addytywnym P�−ID. Dla miar dla których wszystkie momenty
s¡ sko«czone bijekcja ta mo»e zosta¢ opisana na poziomie kumulant w nast¦puj¡cy sposób, dla
miary µ ∈ P�−ID rozwa»amy jej ci¡g wolnych kumulant κn(µ), wtedy bijekcja Bercovici-Paty
mierze µ przypisuje miar¦ ν ∈ P∗−ID, tak¡ »e cn(ν) = κn(µ) dla n = 1, 2, . . ., gdzie

(
cn(ν)

)
n

jest ci¡giem klasycznych kumulant miary ν. Miary µ i ν maj¡ te same obszary przyci¡gania,
w szczególno±ci bijekcja Bercovici-Paty przeksztaªca rozkªad Wignera na rozkªad Gaussowski
(w obu przypadkach tylko druga wolna lub klasyczna kumulanta jest niezerowa) oraz rozkªad
wolny Poissona na rozkªad Poissona (wolne, odpowiednio klasyczne kumulanty s¡ staªe).

W pracy [45] zauwa»ono, »e wszystkie miary probabilistyczne s¡ niesko«czenie podzielne
wzgl¦dem addytywnego splotu boolowskiego ]. W pracy [8] rozwa»ano te» bijekcj¦ pomi¦-
dzy miarami ] niesko«czenie podzielnymi (czyli wszystkimi miarami probabilistycznymi), a
P�−ID. Oznaczmy t¦ bijekcj¦ przez B, stanowi ona punkt wyj±ciowy pracy [H1]. Ponow-
nie dla miar o wszystkich momentach sko«czonych B mo»na opisa¢ na poziomie kumulant.
Mamy B(µ) = ν wtedy i tylko wtedy gdy βn(µ) = κn(ν) dla n = 1, 2, . . .. Innymi sªowy ci¡g
kumulant boolowskich dowolnej miary µ ∈ P jest ci¡giem wolnych kumulant pewnej miary
ν ∈ P�−ID. De�nicj¦ bijekcji B mo»na zapisa¢ za pomoc¡ odpowiednich transformat jako

ηµ(z) = RB(µ)(z).

W pracy [H1] rozwa»ano, po raz pierwszy w literaturze, niesko«czon¡ podzielno±¢ dla
∗-rozkªadów. Przypomnijmy, »e przez Dalg(1, ∗) oznaczamy zbiór wszystkich liniowych funk-
cjonaªów C〈X,X∗〉 → C, natomiast przez Dc(1, ∗) oznacza¢ b¦dziemy zbiór tych ∗-rozkªadów
które mog¡ zosta¢ zrealizowane jako rozkªad pewnej zmiennej losowej w C∗-przestrzeni pro-
babilistycznej.

Zauwa»my, »e de�nicja niesko«czonej podzielno±ci przenosi si¦ naturalnie na przypadek
∗�rozkªadów. Powiemy, »e µ ∈ D(inf−div)

c (1, ∗) gdy dla dowolnego n ≥ 1 istnieje µn ∈ Dc(1, ∗),
taki »e

µ = µn � . . .� µn︸ ︷︷ ︸
n krotnie

.

Innymi sªowy dla dowolnego n ≥ 1 istnieje n wolnych zmiennych losowych a1, . . . , an o
tym samym ∗-rozkªadzie, takich »e a1 + . . .+ an ma ∗-rozkªad µ.
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Gªównymi osi¡gni¦ciami pracy [H1] byªo: skonstruowanie odpowiednika bijekcji B dla przy-
padku ∗-rozkªadów, szczegóªowy opis �-niesko«czenie podzielnych rozkªadów R�diagonalnych
oraz zbadanie ich wªasno±ci.

Pierwszym wa»nym wynikiem pracy [H1] jest twierdzenie daj¡ce boolowsk¡ wersj¦ bijekcji
Bercovici-Paty (BBP) dla ∗�rozkªadów.

Twierdzenie 4.43. (Bijekcja BBP dla Dc(1, ∗).) Istnieje bijekcja

B(1,∗) : Dc(1, ∗)→ D(inf−div)
c (1, ∗),

wyznaczona przez
RB(1,∗)(µ) = ηµ, µ ∈ Dc(1, ∗). (15)

Dokªadniej dla dowolnego µ ∈ Dc(1, ∗) istnieje ∗-rozkªad ν ∈ D(inf−div)
c (1, ∗), taki »e Rν = ηµ,

i de�niujemy B(1,∗)(µ) := ν.

Dowód istnienia bijekcji opiera si¦ na wynikach z pracy [5], gdzie rozpatrywano woln¡
niesko«czon¡ podzielno±¢ dla rozkªadów k-tek operatorów samosprz¦»onych (a1, . . . , ak).

Kolejnym krokiem po skonstruowaniu byªa charakteryzacja niesko«czenie podzielnych roz-
kªadów R-diagonalnych. Rozkªady R-diagonalne to najlepiej zbadana klasa ∗�rozkªadów w
wolnej probabilistyce. Rozkªady te zostaªy zde�niowane w pracy [37]. Dla operatorów (rozu-
mianych jako nieprzemienne zmienne losowe) o rozkªadach R-diagonalnych znaleziono miar¦
Browna [23, 7] oraz przestrzenie niezmiennicze [43].

De�nicja 4.44. (1) ∗-rozkªad µ ∈ Dalg(1, ∗) nazywamy R-diagonalnym gdy

Rµ(z, z∗) =
∞∑
n=1

αn(zz∗)n +
∞∑
n=1

βn(z∗z)n,

gdzie αn, βn ∈ C dla n ∈ N. Ci¡gi (αn)∞n=1 oraz (βn)∞n=1 nazywamy ci¡gami wyznaczaj¡cymi
µ.

Twierdzenie 4.43 daje naturalne narz¦dzie do scharakteryzowania niesko«czenie podziel-
nych rozkªadów R-diagonalnych. Nale»y rozwa»y¢ ∗-rozkªady, których szereg η jest postaci
takiej jak szereg R rozkªadu R-diagonalnego. Co w naturalny sposób prowadzi do nast¦puj¡cej
de�nicji.

De�nicja 4.45. Powiemy, »e ∗-rozkªad µ jest η-diagonalny, gdy jego szereg η jest postaci

ηµ(z, z∗) =
∞∑
n=1

αn(zz∗)n +
∞∑
n=1

βn(z∗z)n,

gdzie αn, βn ∈ C dla n ∈ N. Ci¡gi (αn)∞n=1 oraz (βn)∞n=1 nazywa si¦ ci¡gami wyznaczaj¡cymi
∗-rozkªad η-diagonalny.

Charakteryzacja �-niesko«czenie podzielnych rozkªadów R-diagonalnych wymaga zrozu-
mienia wªasno±ci rozkªadów η-diagonalnych, w szczególno±ci nale»y zrozumie¢ jakie ci¡gi (αn)n
i (βn)n mog¡ by¢ ci¡gami wyznaczaj¡cymi rozkªadów η-diagonalnych µ ∈ Dc(1, ∗). Oczywi±cie
dla η-diagonalnych rozkªadów µ ∈ Dalg(1, ∗) dowolne ci¡gi s¡ dozwolone jako ci¡gi wyznacza-
j¡ce.

Pierwszy wynik, to charakteryzacja rozkªadów η-diagonalnych w terminach ∗-momentów.
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De�nicja 4.46. (1) Sªowo w = (`1, . . . , `n) ∈ {1, ∗}n nazywamy mieszaj¡co-naprzemiennym
gdy n = 2m, dla m > 0 oraz je±li `2k−1 6= `2k, dla k = 1, 2, . . . ,m.

(2) Mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e dowolne mieszaj¡co-naprzemienne sªowo w mo»e by¢ za-
pisane w jednoznaczny sposób jako konkatenacja sªów naprzemiennych takich, »e s¡siaduj¡ce
sªowa s¡ ró»nych typów, gdzie jako typ rozumiemy sªowa postaci (1, ∗)n i (∗, 1)n.

[Na przykªad, w = (1, ∗, 1, ∗, 1, ∗, ∗, 1, ∗, 1, 1, ∗, ∗, 1, ∗, 1) jest mieszaj¡co-naprzemienne a jego
faktoryzacja jest postaci w1w2w3w4 z w1 = (1, ∗)3, w2 = (∗, 1)2, w3 = (1, ∗), w4 = (∗, 1)2.

Twierdzenie 4.47. (Twierdzenie 2.8 w [H1]) Niech a b¦dzie nieprzemienn¡ zmienn¡ losow¡
w nieprzemiennej przestrzeni probabilistycznej (A, ϕ). Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) zmienna losowa a ma ∗-rozkªad η-diagonalny.

(b) Speªnione ¡ nast¦puj¡ce warunki :

(ηDM1) Je±li w ∈ {1, ∗}n nie jest mieszaj¡co-naprzemienne, to ϕ(aw) = 0.

(ηDM2) Je±li w ∈
⋃∞
n=0{1, ∗}n, które jest mieszaj¡co-naprzemienne i faktoryzacja jak w

De�nicji 4.46 jest postaci w = w1 · · ·wp, to ϕ(aw) = ϕ(aw1) · · ·ϕ(awp).

Uwaga 4.48. Bezpo±rednim wnioskiem z powy»szego twierdzenia jest fakt, »e je±li ∗-rozkªad
µ nieprzemiennej zmiennej losowej a jest η-diagonalny, to aa∗ i a∗a s¡ boolowsko niezale»ne.
Jest to odpowiednik wªasno±ci rozkªadów R-diagonalnych, mówi¡cej »e dla b o ∗-rozkªadzie
R-diagonalnym zmienne bb∗ i b∗b s¡ wolne.

Z powy»szym faktem zwi¡zany jest problem znalezienia cz¦±ci dodatnich zmiennej a o ∗-
rozkªadzie η-diagonalnym (cz¦±ci dodatnie to zmienne aa∗ oraz a∗a). Okazuje si¦, »e s¡ one
wyznaczone bezpo±rednio przez ci¡gi wyznaczaj¡ce rozkªad η-diagonalny.

Stwierdzenie 4.49. Przypu±¢my, »e µ ∈ Dalg(1, ∗) jest η-diagonalny, niech (αn)∞n=1, (βn)∞n=1

b¦d¡ jego ci¡gami wyznaczaj¡cymi. Wtedy dla nieprzemiennej zmiennej losowej a o rozkªadzie
µ, transformaty boolowskie zmiennych aa∗ i a∗a s¡ postaci

η
aa∗ (z) =

∞∑
n=1

αnz
n and η

a∗a(z) =
∞∑
n=1

βnz
n.

Powy»sze stwierdzenie daje wa»ne wnioski. Poniewa» w oczywisty sposób rozkªady aa∗ i
a∗a wyznaczaj¡ jednoznacznie ci¡gi (αn)n i (βn)n, to rozkªad η-diagonalny jest jednoznacz-
nie wyznaczony przez rozkªady cz¦±ci dodatnich. Ponadto ka»dy z ci¡gów wyznaczaj¡cych
rozkªad η-diagonalny jest ci¡giem kumulant boolowskich miary probabilistycznej o no±niku
zwartym b¦d¡cym podzbiorem R+. Istotnym pytaniem jest, czy mo»na powy»sz¡ zale»no±¢
odwróci¢. Dokªadniej, dla dowolnej pary miar probabilistycznych σ1, σ2 o no±niku zwartym
mo»emy rozwa»y¢ odpowiadaj¡ce im ci¡gi kumulant boolowskich (αn)n oraz (βn)n, chcemy
odpowiedzie¢ na pytanie czy istnieje rozkªad η-diagonalny z ci¡gami wyznaczaj¡cymi (αn)n
oraz (βn)n. Równowa»nie chcemy skonstruowa¢ nieprzemienn¡ zmienn¡ losow¡ a w pewnej
C∗-przestrzeni probabilistycznej, tak¡ »e a ma ∗-rozkªad η-diagonalny i aa∗ oraz a∗a maj¡
odpowiednio rozkªady σ1 i σ2. Konstrukcja takiego elementu η-diagonalnego dawaªoby para-
metryzacj¦ rozkªadów η-diagonalnych nale»¡cych do Dc(1, ∗) za pomoc¡ pary miar probabi-
listycznych (σ1, σ2). W pracy [H1] w Sekcji 5 skonstruowany zostaª model operatorowy dla
rozkªadu η-diagonalnego dla dowolnej ustalonej pary miar o no±niku zwartym (σ1, σ2).
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Twierdzenie 4.50. Oznaczmy przez P+
c zbiór miar probabilistycznych o no±niku zwartym na

[0,∞). Istnieje bijekcja

Φ : P+
c × P+

c → {µ ∈ Dc(1, ∗) : µ jest η-diagonalny}

taka »e: dla zadanych σ1, σ2 ∈ P+
c , Φ(σ1, σ2) jest jedynym rozkªadem η-diagonalnym ∗-

rozkªadem µ ∈ Dc(1, ∗) takim, »e dla a o rozkªadzie µ rozkªady aa∗ i a∗a s¡ równe σ1 i
σ2, odpowiednio.

Uwaga 4.51. Ustalmy σ1, σ2 ∈ P+
c . B¦dziemy korzysta¢ z symetrycznego pierwiastka miar

σ1 i σ2. S¡ to symetrycznie miary o no±niku zwartym σ̃1 i σ̃2 na R z momentami danymi
wzorem ∫ ∞

−∞
tn dσ̃j(t) =

{
0, n nieparzyste∫∞
0 tn/2 dσj(t), n parzyste,

dla j = 1, 2. Konstrukcja operatora η-diagonalnego skªada si¦ z trzech kroków, i jest omówiona
szczegóªowo w pracy [H1].
Krok 1. Konstruujemy przestrze« Hilberta H, operator X ∈ B(H), oraz wektory ξ1, ξ2 ∈ H o
nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

(1a) ||ξ1|| = ||ξ2|| = 1,

(1b) 〈ξ1, ξ2〉 = 0,

(1c) 〈Xkξ1, ξ2〉 = 〈Xkξ2, ξ1〉 = 0 for k ∈ N,

(1d) 〈X2k−1ξj , ξj〉 = 0 i 〈X2kξj , ξj〉 =
∫∞
0 tk dσj(t) dla k ∈ N i j = 1, 2.

Krok 2. De�niujemy cz¦±ciow¡ izometri¦ rz¦du 1 oznaczan¡ Y ∈ B(H) przez Y (ζ) = 〈ζ, ξ1〉ξ2
dla ζ ∈ H. Mamy Y ξ1 = ξ2, Y

∗ζ = 〈ζ, ξ2〉ξ1 dla ζ ∈ H, oraz

Y Y ∗ζ = 〈ζ, ξ2〉ξ2, Y ∗Y ζ = 〈ζ, ξ1〉ξ1. (16)

Czyli Y Y ∗ i Y ∗Y s¡ rzutami ortogonalnymi na 1-wymiarowe przestrzenie rozpi¦te przez ξ2 i
ξ1 odpowiednio.
Krok 3. Rozwa»amy przestrze« Hilberta K = H⊗H oraz wektor jednostkowy ξ = ξ1⊗ξ2 ∈ K,
nast¦pnie rozwa»amy C∗-przestrze« probabilistyczn¡ (B(K), ϕξ), gdzie ϕξ(T ) = 〈Tξ, ξ〉 dla T ∈
B(K). Niech V ∈ B(H⊗H) b¦dzie operatorem ��ipu� wyznaczonym przez V (ζ ⊗ ζ ′) = ζ ′ ⊗ ζ,
ζ, ζ ′ ∈ H. De�niujemy A = V (Y ⊗X).

A jest »¡danym operatorem η-diagonalnym w (B(K), ϕξ).

Uwaga 4.52. Twierdzenie 4.50 daje bijekcj¦

Φ : P+
c × P+

c → {µ ∈ Dc(1, ∗) : µ jest η-diagonalny}. (17)

Przeksztaªcenie
Ψ := B(1,∗) ◦ Φ : P+

c × P+
c → R(inf−div)

c (18)

jest równie» bijekcj¡, gdzie przez R(inf−div)
c oznaczamy rozkªady R-diagonalne nale»¡ce do

D(inf−div)
c (1, ∗). Ka»dy wybór σ1, σ2 ∈ P+

c daje ∗-rozkªad ν = Ψ(σ1, σ2) ∈ R(inf−div)
c oraz

ka»dy ∗-rozkªad ν ∈ R(inf−div)
c pochodzi od jedynej pary σ1, σ2.
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De�nicja 4.53. Przez E+c b¦dziemy oznacza¢ szeregi pot¦gowe zbie»ne w pewnym otoczeniu
zera takie, »e dla f ∈ E+c mamy f = ησ dla pewnego σ ∈ P+

c . Gdzie ησ jest funkcj¡ generuj¡c¡
kumulanty boolowskie zde�niowan¡ w (4).

Konstrukcja bijekcji B(1, ∗) oraz operatorów o ∗-rozkªadach η-diagonalnych wraz z ich
wªasno±ciami daje nast¦puj¡c¡ charakteryzacj¦ niesko«czenie podzielnych (w wolnym splocie)
rozkªadów R-diagonalnych.

Stwierdzenie 4.54. Niech ν ∈ Dc(1, ∗) b¦dzie rozkªadem R-diagonalnym, dodatkowo niech
(αn)∞n=1 i (βn)∞n=1 b¦da jego ci¡gami wyznaczaj¡cymi. Zde�niujmy f(z) =

∑∞
n=1 αnz

n i g(z) =∑∞
n=1 βnz

n. Wtedy ν jest �-niesko«czenie podzielny wtedy i tylko wtedy gdy f i g nale»¡ do
E+c .

Uwaga 4.55. Nie wszystkie rozkªady R-diagonalne s¡ niesko«czenie podzielne, przykªad ta-
kiego rozkªadu daje element unitarny Haara u. Jest to zmienna taka »e ϕ(un) = 0 dla
n ∈ Z \ {0}. �atwo sprawdzi¢, »e jego ci¡g wyznaczaj¡cy (zob. [39, Lect. 15]) nie jest
ci¡giem kumulant boolowskich miary probabilistycznej na [0,+∞).

Kolejne twierdzenie dostarcza opisu�-niesko«czenie podzielnych rozkªadówR-diagonalnych
w terminach R-transformat.

Twierdzenie 4.56. (Twierdzenie 6.4 w [H1]) Niech σ1, σ2 ∈ P+
c . Zde�niujmy ν = Ψ(σ1, σ2).

Niech zmienna a ma ∗-rozkªad ν. Wtedy R-transformaty zmiennych aa∗ i a∗a s¡ postaci:

Raa∗(z) = RB(σ1)

(
z(1 +MB(σ2)(z))

)
, Ra∗a(z) = RB(σ2)

(
z(1 +MB(σ1)(z))

)
, (19)

gdzie B(σ1) oraz B(σ2) oznaczaj¡ oryginaln¡ (jednowymiarow¡) boolowsk¡ bijekcj¦ Bercovici-
Pata.

Reprezentacja R-transformat cz¦±ci dodatnich zmiennej a z Twierdzenia 4.56 pozwala udo-
wodni¢ niesko«czon¡ podzielno±¢ ich rozkªadów.

Wniosek 4.57. Niech ν ∈ Dc(1, ∗) b¦dzie R-diagonalny niech τ1, τ2 ∈ P+
c b¦d¡ rozkªadami

aa∗ i a∗a. Je±li ν ∈ D(inf−div)
c (1, ∗), wtedy miary probabilistyczne τ1 i τ2 s¡ �-niesko«czenie

podzielne w Pc.

Dla dowodu powy»szego wniosku nale»y wykaza¢, »e RB(σ1)

(
z(1 +MB(σ2)(z))

)
nale»y do

E+c , co wynika z de�nicji jednowymiarowej bijekcji B oraz wªasno±ci transformaty momentowej.
Dowód opiera si¦ na charakteryzacji funkcji, które nale»¡ do klasy E+c . Charakteryzacja ta
pochodzi z pracy [2].

Przykªadem, dla którego mo»na poda¢ dokªadniejsz¡ charakteryzacj¦ cz¦±ci dodatnich nie-
sko«czenie podzielnych ∗-rozkªadów R-diagonalnych, s¡ rozkªady speªniaj¡ce tzw. warunek
KMS (zob. [42]).

De�nicja 4.58. Niech µ ∈ Dalg(1, ∗) b¦dzie R-diagonalny z ci¡gami wyznaczaj¡cymi (αn)∞n=1

i (βn)∞n=1, ustalmy dodatni¡ liczb¦ rzeczywist¡ t. Powiemy, »e µ speªnia warunek KMS z
parametrem t gdy

αn = tβn, n ∈ N. (20)
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Stwierdzenie 4.59. Ustalmy σ ∈ P+
c oraz liczb¦ rzeczywist¡ t > 0. Ci¡gi wyznaczaj¡ce

(αn)∞n=1 i (βn)∞n=1 �-niesko«czenie podzielnego ∗-rozkªadu R-diagonalnego postaci ν := Ψ(σ]t, σ) ∈
R(inf−div)
c speªniaj¡

∞∑
n=1

βnz
n = ησ(z),

∞∑
n=1

αnz
n = ησ]t(z) = tησ(z).

Taki ν speªnia warunek KMS z parametrem t: αn = tβn, n ∈ N (De�nicja 4.58).
Niech a b¦dzie zmienn¡ o ∗-rozkªadzie ν, oraz τ1, τ2 ∈ P+

c b¦d¡ rozkªadami aa∗ i a∗a.
Wtedy

τ1 =
(
B(σ)�Π1

)�t
and τ2 =

(
B(σ)�t �Π1

)�(1/t)
, (21)

gdzie Π1 to rozkªad Marchenko-Pastura (rozkªad wolny Poissona), czyli miara probabilistyczna
o g¦sto±ci f(x) = 1

2π

√
(4− x)/xI(0,4)(x).

Uwaga 4.60. Jednowymiarowa boolowska bijekcja Bercovici-Pata B jest homomor�zmem ze
wzgl¦du na wolny splot multiplikatywny. Dokªadniej, dla dowolnej pary miar µ, ν ∈ P+ mamy
(zob. [5])

B(µ� ν) = B(µ)� B(ν).

Przypomnijmy, »e obrazem B s¡ miary �-niesko«czenie podzielne na R. Powy»sza wªasno±¢
sugeruje, »e zbiór P inf−div(R+) - miar � niesko«czenie podzielnych zawartych w R+ jest
niezmienniczy ze wzgl¦du na operacj¦ �. Nie jest to prawd¡, ze wzgl¦du na to, »e istniej¡

miary zawarte w P(inf−div)
c (R+), które s¡ obrazem wzgl¦dem B miar o no±niku nie zawartym

w R+.
Znany jest fakt, »e rozkªady R-diagonalne s¡ niezmiennicze ze wzgl¦du na wolny splot

multiplikatywny, tzn. dla dwóch rozkªadów R-diagonalnych µ, ν rozkªad µ � ν jest zawsze R-
diagonalny (wystarczy tak naprawd¦, »eby jeden z rozkªadów byª R-diagonalny). Okazuje si¦,

co byªo do±¢ zaskakuj¡ce, »e zbiór R(inf−div)
c jest niezmienniczy ze wzgl¦du na operacj¦ �, gdzie

tym razem � jest splotem multiplikatywnym ∗-rozkªadów.

Twierdzenie 4.61. Dla dowolnych ν, ν ′ ∈ R(inf−div)
c mamy ν � ν ′ ∈ R(inf−div)

c .

Kluczowa do dowodu powy»szego twierdzenia jest charakteryzacja funkcji nale»¡cych do
klasy E+c wynikaj¡ca z pracy [2].

Stwierdzenie 4.62. Szereg f ∈ C[[z]] nale»y do zbioru E+c wtedy i tylko wtedy gdy speªnia
nast¦puj¡ce trzy warunki:

(i) f ma wspóªczynniki rzeczywiste

(ii) f ma dodatni promie« zbie»no±ci;

(iii) f mo»e by¢ przedªu»ona do funkcji analitycznej (ci¡gle oznaczanej przez f) z C+ do C+

takiej, »e f(0) = 0 oraz Arg(z) ≤ Arg(f(z)) dla z ∈ C+.

Zauwa»my, »e klasa E+c jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na skªadanie funkcji. Dowód Twierdze-
nia 4.61 opiera si¦ na reprezentacji funkcji generuj¡cych ci¡gi wyznaczaj¡ce ν�ν ′ jako zªo»enie
trzech funkcji nale»¡cych do E+c . Kluczowa obserwacja polega na wykazaniu, »e taka repre-
zentacja jest mo»liwa przy wykorzystaniu muliplikatywnej funkcji subordynacji (dla splotu
multipliktywnego miar na R+), o której wiemy z Twierdzenia 4.37, »e nale»y do E+c .
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4.3.5 Praca [H2]

Zanim opiszemy wyniki z pracy [H2] wyja±nimy w jaki sposób wyniki z pracy [H1], w szcze-
gólno±ci Twierdzenie 4.61 doprowadziªo do powstania pracy [H2]. W Uwadze 4.60 przywoªana
zostaªa wªasno±¢ bijekcji B mówi¡ca, »e dla miar µ ∈ P+

B(µ� ν) = B(µ)� B(ν).

Dowód powy»szej równo±ci opiera si¦ na obserwacji, »e dla wolnych zmiennych a, b wzory na
wolne i boolowskie kumulanty ab maj¡ dokªadnie tak¡ sam¡ struktur¦. Tak jak podali±my
wcze±niej w Uwadze 4.27 mamy

κn(ab) =
∑

π∈NC(n)

κπ(a)κK(π)(b)

jednocze±nie w pracy [5] udowodniono, »e dla kumulant boolowskich mamy (o zmiennych a i
b nadal zakªadamy, »e s¡ wolne!)

βn(ab) =
∑

π∈NC(n)

βπ(a)βK(π)(b). (22)

Powy»szy wynik jest zaskakuj¡cy, funkcjonaªy (κn)n oraz (βn)n s¡ zdecydowanie ró»ne, jedne
s¡ zwi¡zane z krat¡ nieprzecinaj¡cych partycji, drugie z krat¡ partycji interwaªowych.

Mo»liwym uogólnieniem Twierdzenia 4.61, jest hipoteza mówi¡ca, »e dla ∗-rozkªadów µ, ν
zachodzi

B(1,∗)(µ� ν) = B(1,∗)(µ)� B(1,∗)(ν).

Dawaªoby to uogólnienie Twierdzenia 4.61 na wszystkie niesko«czenie podzielne ∗-rozkªady.
Naturaln¡ drog¡ dowodu powy»szej hipotezy jest sprawdzenie czy ∗-kumulanty wolne i bo-
olowskie ab, czyli innymi sªowy ª¡czne kumulanty wolne i boolowskie zmiennych ab i b∗a∗

maj¡ te same rozwini¦cia w terminach ∗-kumulant brzegowych. Porównanie wzorów dla
κ3(ab, ab, b

∗a∗) oraz β3(ab, ab, b∗a∗) wery�kuje negatywnie powy»sz¡ hipotez¦, natomiast daje
ciekawe wnioski.

Problem kombinatorycznego opisu wolnych ∗-kumulant iloczynu wolnych zmiennych lo-
sowych jest znany i funkcjonuje jako trudny problem kombinatoryczny. Tym samym nie
byª znany dobry opis ∗-rozkªadu ab nawet w sytuacji gdy a, b s¡ samosprz¦»one. Pomimo,
»e wy»ej opisana hipoteza okazuje si¦ faªszywa, to bezpo±redni rachunek przedstawiaj¡cy
β3(ab, ab, b

∗a∗) w terminach ∗-kumulant boolowskich a i b, oraz dla kilku innych przykªadów
niskiego rz¦du daª nadziej¦ na to, »e ∗-rozkªad ab mo»e zosta¢ opisany w terminach kumu-
lant boolowskich. Jest to gªówna obserwacja pochodz¡ca z pracy [H2] oraz jeden z gªównych
wyników w niej zawartych. Fakt, »e do pracy z ∗-rozkªadem iloczynów wolnych zmiennych lo-
sowych kumulanty boolowskie s¡ narz¦dziem wygodniejszym i efektywniejszym ni» kumulanty
wolne byª niespodziewany.

Jak pisali±my wcze±niej zachodzi wzór:

κn(ab, . . . , ab) =
∑

π∈NC(n)

∏
U∈π

κ|U |(a, . . . , a) ·
∏

V ∈K(π)

κ|V |(b, . . . , b), (23)
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dowód powy»szego wzoru opiera si¦ na trzech krokach:

Krok 1. Po lewej stronie (23), wykorzystujemy wzór
na wolne kumulanty które jako argument
przyjmuj¡ iloczyny (daj¡cy sum¦ po NC(2n)).

Krok 2. Wykorzystujemy wolno±¢ zmiennych a i b, przez
co ª¡czne partycje ª¡cz¡ce a i b znikaj¡.

Krok 3. Przeprowadzamy kombinatoryczn¡ analiz¦ partycji
w NC(2n) które nie zostaªy usuni¦te w Kroku 2.

(24)

Naturalnym podej±ciem do znajdowania ∗-rozkªadu ab jest analogiczna strategia skªada-
j¡ca si¦ z trzech kroków jak powy»ej. Przy czym dla ∗-rozkªadów wykorzystywa¢ b¦dziemy
kumulanty boolowskie.

Do pierwszego kroku potrzebny jest ªatwy fakt który daje wzór na boolowskie kumulanty
z iloczynami w argumentach.

Stwierdzenie 4.63. Rozwa»my kumulant¦ boolowsk¡ postaci βm(x1, . . . , xm) gdzie ka»da ze
zmiennych x1, . . . , xm ∈ A pisze si¦ jako iloczyn:

x1 = a1 · · · ai(1), x2 = ai(1)+1 · · · ai(2), . . . , xm = ai(m−1)+1 · · · ai(m),

gdzie 1 ≤ i(1) < i(2) < · · · < i(m) =: n s¡ dodatnimi liczbami caªkowitymi oraz gdzie
a1, . . . , an ∈ A. Wtedy mamy

βm(x1, . . . , xm) =
∑

π∈Int(n) takich
»e π∨σ=1n

βπ(a1, . . . , an), (25)

dla

σ := { {1, . . . , i(1)}, {i(1) + 1, . . . , i(2)}, . . . , {i(m− 1) + 1, . . . , i(m)} } ∈ Int(n). (26)

Analogiczny do wzoru (25) wzór dla wolnych kumulant daje sum¦ po partycjach nieprzeci-
naj¡cych speªniaj¡cych ten sam warunek π∨σ = 1n. Dowody obydwu wzorów s¡ analogiczne,
opieraj¡ si¦ na wªasno±ciach funkcji Möbiusa na kracie. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e suma po
partycjach interwaªowych ma du»o ªatwiejsz¡ struktur¦ kombinatoryczn¡ ni» suma po wszyst-
kich partycjach nieprzecinaj¡cych. Pomimo tego, »e w Kroku 2 wolno±¢ w terminach kumulant
boolowskich (sformuªowana poni»ej) musi wyra»a¢ si¦ w bardziej skomplikowany sposób ni» w
terminach kumulant wolnych, to udaje si¦ zrozumie¢ kombinatoryczn¡ struktur¦ ostatecznego
rezultatu w terminach kumulant boolowskich.

Nast¦pnie przechodzimy do opisu wolno±ci w terminach kumulant boolowskich, jest to je-
den z wyników pochodz¡cych z pracy [H2], charakteryzacja ta (przy u»yciu drzew zamiast par-
tycji) zostaªa niezale»nie udowodniona w pracy [25]. Gªównym obiektem kombinatorycznym
s¡ kolorowane nieprzecinaj¡ce partycje ze strukturaln¡ wªasno±ci¡ VNRP (vertical-no-repeat
property)

Uwaga 4.64. Ustalmy n ∈ N oraz π ∈ NC(n).

(1) Dla bloków V,W partycji π b¦dziemy pisa¢ �V
nest
≤ W � gdy V jest zawarty w W , czyli

zachodz¡ nierówno±ci

min(W ) ≤ min(V ) oraz max(W ) ≥ max(V ).
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(2) Blok W ∈ π który jest maksymalny ze wzgl¦du na
nest
≤ b¦dziemy nazywa¢ blokiem

zewn¦trznym. Blok V ∈ π który nie jest zewn¦trzny nazywa¢ b¦dziemy blokiem wewn¦trznym.

De�nicja 4.65. Niech n ∈ N, π ∈ NC(n) oraz V b¦dzie blokiem π. �atwo widzie¢, »e zbiór

{W ∈ π |W
nest
≥ V } jest liniowo uporz¡dkowany przez

nest
≤ . Czyli mo»emy napisa¢

{W ∈ π |W
nest
≥ V } = {V1, . . . , Vk} (27)

gdzie k ≥ 1 oraz V1
nest
< V2

nest
< · · ·

nest
< Vk. Zauwa»my, »e w (27) mamy V1 = V oraz Vk jest

blokiem zewn¦trznym. Powiemy, »e V ma gª¦boko±¢ k − 1 w π i b¦dziemy oznacza¢

depthπ(V ) := k − 1,

gdzie k pochodzi z (27). Je±li k ≥ 2 (co oznacza, »e V jest blokiem wewn¦trznym), to V2 w
(27) nazywamy rodzicem V , oraz oznaczamy Parentπ(V ).

Dla i ∈ {1, . . . , n} b¦dziemy pisa¢ �depthπ(i)� maj¡c na my±li gª¦boko±¢ bloku π zawiera-
j¡cego i.

De�nicja 4.66. (1) Ustalmy dwie liczby naturalne m i s, oraz funkcj¦ c : {1, . . . ,m} →
{1, . . . , s}. (funkcja c reprezentuje �kolorowanie {1, . . . ,m} na s kolorów�.) Przez NC(m; c)
oznaczamy podzbiór NC(m) zde�niowany przez

NC(m; c) := {σ ∈ NC(m) | c jest staªa na ka»dym bloku σ}.

Dla σ ∈ NC(m; c) oraz A ∈ σ, przez c(A) oznaczamy wspóln¡ warto±¢ c(a) ∈ {1, . . . , s}
przyjmowan¡ przez c dla a ∈ A. Zauwa»my, »e NC(m; c) posiada dwa cz¦±ciowe porz¡dki
odziedziczone z NC(n) porz¡dek �≤� (odwrotnego rozdrobnienia) oraz ���.

(2) Partycja σ ∈ NC(m; c) posiada wªasno±¢ V NRP (vertical no-repeat property) wzgl¦-
dem kolorowania c gdy dla dowolnego A ∈ σ, mamy

c( Parentσ(A) ) 6= c(A).

Do charakteryzacji wolno±ci w terminach boolowskich kumulant kluczowa jest charakte-
ryzacja partycji z wªasno±ci¡ VNRP, mówi¡ca »e dla ustalonego kolorowania c partycje w
NC(n, c) posiadaj¡ce wªasno±¢ VNRP s¡ elementami maksymalnymi wzgl¦dem porz¡dku �.

Twierdzenie 4.67. (Twierdzenie 1.1 w [H2])
Niech m ∈ N, oraz c : {1, . . . ,m} → {1, . . . , s} b¦dzie kolorowaniem.

Dla ka»dej partycji σ ∈ NC(m; c) istnieje jedyna partycja τ ∈ NC(m; c), taka »e σ � τ
oraz τ posiada wªasno±¢ VNRP.

Twierdzenie 4.67 pozwala w ªatwy sposób udowodni¢ charakteryzacj¦ wolno±ci w terminach
kumulant boolowskich.

Twierdzenie 4.68. (Twierdzenie 1.2 w [H2]) Niech (A, ϕ) b¦dzie nieprzemienn¡ przestrzeni¡
probabilistyczn¡ oraz niech (βn : An → C)∞n=1 b¦dzie ci¡giem kumulant boolowskich. Niech
A1, . . . ,As ⊆ A b¦d¡ podalgebrami z jedynk¡. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

(1) A1, . . . ,As s¡ wolne wzgl¦dem ϕ.
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(2) Dla wszystkich n ∈ N, ka»dego kolorowania c : {1, . . . , n} → {1, . . . , s}, oraz wszystkich
a1 ∈ Ac(1), . . . , an ∈ Ac(n), mamy

βn(a1, . . . , an) =
∑

π∈NC(n;c) z jednym
blokiem zewn¦trznym

oraz z wªasno±ci¡ VNRP

βπ
(
a1, . . . , an

)
. (28)

W powy»szym twierdzeniu istotna jest implikacja (1) =⇒ (2), implikacja w drug¡ stron¦
wynika z faktu, »e znajomo±¢ ª¡cznych kumulant boolowskich daje peªn¡ informacj¦ o rozkªa-
dzie ª¡cznym. Poni»ej przedstawimy w jaki sposób z Twierdzenia 4.67 otrzymuje si¦ ªatwo
dowód Twierdzenia 4.68.

βn(a1, . . . , an) =
∑

π∈NC(n), π�1n

κπ(a1, . . . , an)

=
∑

π∈NC(n,c), π�1n

κπ(a1, . . . , an),

w pierwszej równo±ci wykorzystali±my równo±¢ (2), druga równo±¢ wynika z charakteryzacji
wolno±ci w terminach wolnych kumulant oraz wolno±ci podalgebr A1, . . . ,As.

Nast¦pnie wykorzystujemy Twierdzenie 4.67 i grupujemy partycje �π ∈ NC(n, c), π � 1n�
wzgl¦dem partycji maksymalnych, czyli dla ka»dej π znajdujemy jedyn¡ partycj¦ ρ tak¡, »e
ρ ∈ NC(n; c), i π � ρ oraz ρ ma wªasnos¢ VNRP. Otrzymujemy∑

ρ∈NC(n,c), ρ�1n,

ρ ma V NRP

( ∑
π�ρ

κπ(a1, . . . , an)
)
.

Nast¦pnie, ponownie korzystaj¡c ze wzoru na boolowskie kumulanty w terminach wolnych
kumulant, zauwa»amy, »e wewn¦trzna suma daje βρ(a1, . . . , an). Ostatecznie otrzymujemy
postulowany wzór na βn(a1, . . . , an).

Stwierdzenie 4.63 oraz Twierdzenie 4.68 s¡ narz¦dziami niezb¦dnymi do przeprowadzenia
analizy boolowskich kumulant ª¡cznych ab i (ab)∗ dla a, b wolnych. Analiza w Kroku 3 prowadzi
do zde�niowania nast¦puj¡cych struktur kombinatorycznych.

De�nicja 4.69. Ustalmy n ∈ N oraz σ ∈ NC(2n), zde�niujmy zbiór OuterMax(σ) :=
{max(W ) | W jest blokiem zewn¦trznym σ}. Powiemy, »e σ jest ac-friendly (anti-commutator-
friendly, ozn. σ ∈ NCac−friendly) gdy speªnia nast¦puj¡ce warunki.

(AC-Friendly1) OuterMax(σ) ⊆ {1, 3, . . . , 2n− 1} ∪ {2n}.

(AC-Friendly2) Dla wszyskich j ∈ {1, 3, . . . , 2n − 1} \ OuterMax(σ), mamy depthσ(j) 6=
depthσ(j + 1).

Powy»szy zbiór partycji stanowi szkielet kombinatorycznej sumy zwi¡zanej z rozwini¦-
ciem βn

(
(ab)ε(1), . . . , (ab)ε(n)

)
, kolejny krok to odpowiednie pokolorowanie partycji. Poni»sza

de�nicja mówi, »e interesuj¡ce nas kolorowania s¡ ustalone, po ustaleniu kolorowania bloku
zawieraj¡cego 1.
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De�nicja 4.70. Ustalmy m ∈ N oraz σ ∈ NC(m). Kanonicznym naprzemiennym koloro-
waniem partycji σ nazywamy kolorowanie caltσ : {1, . . . ,m} → {1, 2}, którego warto±ci na
partycji σ s¡ wyznaczone przez warunki:

(C-Alt1) Oznaczaj¡c przez W1 blok σ zawieraj¡cy numer 1, mamy caltσ(W1) = 1.

(C-Alt2) Je±li W i W ′ s¡ �s¡siednimi� blokami zewn¦trznymi σ, czyli min(W ′) = 1+max(W ),
wtedy caltσ(W ′) 6= caltσ(W ).

(C-Alt3) Je±li V jest blokiem wewn¦trznym σ, wtedy caltσ(V ) 6= caltσ( Parentσ(V ) ).

Zauwa»my, »e charakteryzacja wolno±ci w terminach kumulant boolowskich daje dla wol-
nych zmiennych a, b rozwini¦cie kumulant ª¡cznych a i b w kumulanty pojedynczych zmien-
nych. W poni»szej de�nicji wykorzystujemy ten ªatwy fakt to tego aby z kolorowania rozpo-
zna¢, czy dana zmienna a lub b pochodzi z pary ab czy z pary (ab)∗ = ba.

De�nicja 4.71. Ustalmy n ∈ N, oraz π ∈ NCac−friendly(2n), oraz rozwa»my kanoniczne
naprzemienne kolorowanie π caltπ : {1, . . . , 2n} → {1, 2}.
Na podstawie warto±ci caltπ(1), caltπ(3), . . . , caltπ(2n− 1) de�niujemy ci¡g ε ∈ {1, ∗}n, jako:

ε(i) =

{
1, gdy caltπ(2i− 1) = 1,
∗, gdy caltπ(2i− 1) = 2

}
, 1 ≤ i ≤ n. (29)

Taki ci¡g ε ∈ {1, ∗}n b¦dziemy oznacza¢ jako oddtuple(π).

Poni»sze twierdzenie daje kombinatoryczny opis ∗-rozkªadu zmiennej ab dla zmiennych a, b
wolnych, samosprz¦»onych.

Twierdzenie 4.72. (Theorem 1.7 w [H2]) Rozwa»my samosprz¦»one, wolne zmienne a, b ∈ A
o kumulantach boolowskich (βn(a))∞n=1 i (βn(b))∞n=1.

(1) Dla n ∈ N i ε = (ε(1), . . . , ε(n)) ∈ {1, ∗}n takich, »e ε(1) = 1, mamy

βn
(

(ab)ε(1), . . . , (ab)ε(n)
)

= (30)∑
σ∈NCac−friendly(2n),

takich »e
oddtuple(σ)=ε

( ∏
U∈σ, z

caltσ(U)=1

β|U |(a)
)
·
( ∏

V ∈σ, z
caltσ(V )=2

β|V |(b)
)
.

(2) Dla n ∈ N i ε = (ε(1), . . . , ε(n)) ∈ {1, ∗}n takich, »e ε(1) = ∗, rozwa»my ε′ ∈ {1, ∗}n,
wyznaczony przez ε′(i) 6= ε(i), dla 1 ≤ i ≤ n. Mamy

βn
(

(ab)ε(1), . . . , (ab)ε(n)
)

= (31)∑
σ∈NCac−friendly(2n),

takich »e
oddtuple(σ)=ε′

( ∏
U∈σ,

caltσ(U)=1

β|U |(b)
)
·
( ∏

V ∈σ,
caltσ(V )=2

β|V |(a)
)
.
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W powy»szym twierdzeniu mogli±my zakªada¢, »e a, b nie s¡ samosprz¦»one, w takiej
sytuacji równie» mo»na sformuªowa¢ twierdzenie analogiczne do powy»szego. Nie podajemy
tu takiego twierdzenia, natomiast wszystkie kombinatoryczne struktury i sama forma wzoru
s¡ dokªadnie takie same.

Przykªad 4.73. Rozwa»my kumulant¦ β3(ab, ab, b
∗a∗), gdzie piszemy b∗ i a∗ dla rozró»nienia

pomi¦dzy a, b pochodz¡cymi od ab i ba. Otrzymujemy

β3(ab, ab, b
∗a∗) = β1(a)β1(a)β1(a

∗) · β3(b, b, b∗) + β2(a, a)β1(a
∗) · β1(b)β2(b, b∗) (32)

+ β2(a, a
∗)β1(a) · β2(b, b)β1(b∗) + β2(a, a

∗)β1(a)β3(b, b, b
∗)

β3(a, a, a
∗) · β1(b)β1(b)β1(b∗) + β3(a, a, a

∗)β1(b)β2(b, b
∗).

Powy»sza suma odpowiada sumie po poni»szym zbiorze kolorowanych partycji NC(6).

a b a b b∗ a∗ a b a b b∗ a∗

a b a b b∗ a∗ a b a b b∗ a∗

a b a b b∗ a∗ a b a b b∗ a∗

Rysunek 1. Podzbiór NC(6) opisuj¡cy sum¦ w (32).

Podobny rachunek dla κ3(ab, ab, b
∗a∗) daje sum¦ skªadaj¡c¡ si¦ z 7 skªadników, 6 z nich

ma struktur¦ dokªadnie tak¡ jak (32), natomiast siódmy wyraz równy

κ2(a, a
∗)κ1(a)κ1(b)κ2(b, b

∗),

odpowiada partycji nieposiadaj¡cej wªasno±ci VNRP przedstawionej na Rysunku 2. Jest to
przykªad tego, »e wolne ∗-kumulanty zmiennej ab maj¡ trudniejsz¡ kombinatoryczn¡ struktur¦.

a b a b b∗ a∗

Rysunek 2.

Uwaga 4.74. Z kombinatorycznego punktu widzenia Twierdzenie 4.72 daje uogólnienie do-
peªnienia Krewerasa. Przypomnijmy, »e przypadku ε(1) = . . . = ε(n) = 1 ze wzoru (22)
otrzymujemy, »e interesuj¡ca nas kumulanta boolowska jest równa

βn(ab, . . . , ab) =
∑

π∈NC(n)

βπ(a)βK(π)(b).
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Mo»na sprawdzi¢, »e w przypadku ε(1) = . . . = ε(n) = 1 warunki zadane w Twierdzeniu 4.72
rzeczywi±cie zadaj¡ struktur¦ jak w powy»szym wzorze.

Rozumiej¡c dopeªnienie Krewerasa jako pokolorowan¡ partycj¦ speªniaj¡c¡ odpowiedni wa-
runek maksymalno±ci, gdzie kolorowanie jest wyznaczone przez parzysto±ci danej liczby, z
Twierdzenie 4.72 otrzymujemy uogólnienie dopeªnienie Krewerasa na kolorowania nie zwi¡-
zane z parzysto±ci¡.

Jak wida¢ na przykªadzie partycji na Rysunku 1, dla takiego uogólnionego �dopeªnienia
Krewerasa� tracimy interpretacj¦ jako przeksztaªcenia z NC(n) w NC(n), istotnie, tej samej
partycji (czerwonej) mog¡ odpowiada¢ dwie ró»ne partycje (niebieskie).

Sumuj¡c w Twierdzeniu 4.72 po wszystkich mo»liwych ci¡gach ε ∈ {1, ∗}n, oraz korzysta-
j¡c z wieloliniowo±ci kumulant boolowskich otrzymujemy kombinatoryczny opis Boolowskich
kumulant dla antykomutatora a, b. Kombinatoryczny opis rozkªadu wolnego antykomutatora
byª wcze±niej znany tylko w du»o ªatwiejszym przypadku, gdy a i bmaj¡ symetryczne rozkªady,
w tym przypadku jest równy rozkªadowi komutatora i(ab − ba) i zostaª znaleziony w pracy
[38]. Znany byª równie» ukªad równa« daj¡cy mo»liwo±¢ znalezienia transformaty Cauchy'ego
antykomutatora (zob. [47]), wyprowadzony za pomoc¡ metod analitycznych i aproksymacji
za pomoc¡ macierzy losowych. Mo»liwo±¢ numerycznego wyznaczenia g¦sto±ci wielomianów
w wolnych zmiennych daj¡ metody linearyzacji [24].

Twierdzenie 4.75. (Theorem 1.8 w [H2]) Niech a, b b¦d¡ wolne, samosprz¦»one. Dla wszyst-
kich n ∈ N, n-ta kumulanta boolowska ab+ ba jest postaci

βn(ab+ ba) =
∑

σ∈NCac−friendly(2n)

( ∏
U∈σ,

caltσ(U)=1

β|U |(a)
)
·
( ∏

V ∈σ,
caltσ(V )=2

β|V |(b)
)

+
∑

σ∈NCac−friendly(2n)

( ∏
U∈σ, with
caltσ(U)=1

β|U |(b)
)
·
( ∏

V ∈σ, with
caltσ(V )=2

β|V |(a)
)
. (33)

Uwaga 4.76. Gdy zaªo»ymy, »e a i b maj¡ te same rozkªady wtedy wzór (33) znacz¡co si¦
upraszcza. Oznaczaj¡c przez (λn)∞n=1 wspólny ci¡g boolowskich kumulant a i b, otrzymujemy,
»e n-ta boolowska kumulanta ab+ ba jest równa

βn(ab+ ba) = 2 ·
∑

σ∈NCac−friendly(2n)

∏
V ∈σ

λ|V |. (34)

W szczególno±ci bior¡c za wspólny rozkªad miar¦ 1
2(δ0 + δ2) mamy λn = 1 dla n = 1, 2, . . ..

Wtedy boolowskie kumulanty antykomutatora daj¡ podwojone liczno±ci zbiorów NCac−friendly(2n).

Zauwa»my »e kolorowane nieprzecinaj¡ce partycje pojawiaj¡ce si¦ w Twierdzeniu 4.75
maj¡ bardzo regularn¡ struktur¦ kombinatoryczn¡. Mianowicie po ustaleniu koloru bloku
zawieraj¡cego pierwszy element kolory pozostaªych bloków s¡ ustalone:

(i) bloki zewn¦trzne kolorujemy naprzemiennie, tak »eby s¡siaduj¡ce bloki zewn¦trzne miaªy
ró»ne kolory,

(ii) nast¦pnie kolorujemy bloki wewn¦trzne w jedyny sposób, tak »eby partycja posiadaªa
wªasno±¢ VNRP.
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Powy»sza regularna struktura pozwala na wyprowadzenie ukªadu równa«, które speªnia
funkcja generuj¡ca ci¡gu

(
βn(ab+ ba)

)
n≥1, czyli innymi sªowy transformata ηab+ba(z). Poni»ej

przedstawiamy ten ukªad równa« tylko w prostszym przypadku gdy a i bmaj¡ ten sam rozkªad.
Peªne sformuªowanie wraz z dowodem dost¦pne jest w pracy [H2].

Zde�niujmy macierz, której ka»dy wyraz jest pewnym szeregiem pot¦gowym

Fa =

[
fa,a fa,a∗

fa∗,a fa∗,a∗

]
. (35)

Twierdzenie 4.77. Niech (A, ϕ) b¦dzie ∗-przestrzeni¡ probabilistyczn¡, niech a, b b¦d¡ samo-
sprz¦»onymi elementami A takimi, »¦ a i b s¡ wolne oraz a, b maj¡ ten sam rozkªad.

(1) Macierz Fa z równania (35) speªnia równanie

FaHa = ηa(zHa), (36)

gdzie ηa jest η-transformat¡ oraz

Ha :=

[
fa∗,a∗(1− fa,a∗)−1 fa∗,a + fa∗,a∗(1− fa,a∗)−1fa,a

(1− fa,a∗)−1 (1− fa,a∗)−1fa,a

]
.

(2) η-transformata ab+ ba mo»na otrzyma¢ z wyrazów macierzy Fa jako

ηab+ba(z
2) = 2

(
fa,a∗(z) +

fa,a(z)fa∗,a∗(z)

1− fa∗,a(z)

)
. (37)

Powy»sze twierdzenie zachodzi dla szeregów formalnych, natomiast zakªadaj¡c »e a, b s¡
ograniczonymi zmiennymi losowymi z pewnej C∗-przestrzeni probabilistycznej szeregi te s¡
zbie»ne w pewnym otoczeniu zera i zadaj¡ funkcje analityczne. W takim przypadku mo»emy
rozwi¡zywa¢ powy»szy ukªad równa« i znajdowa¢ rozkªad antykomutatora poprzez wyznacze-
nie odpowiednich transformat.

Przykªad 4.78. Niech a, b b¦d¡ wolne i maj¡ ten sam rozkªad 1
2(δ0 + δ2). Wtedy rozkªad

ab+ ba jest absolutnie ci¡gªy, o no±niku równym [−1, 8] oraz o g¦sto±ci

f(x) =



√
2
π

√
−1−

√
x−8
x
− 4
x

8−3
√

(x−8)x−x
dla x ∈ (−1, 0),

1
π

√
x(4
√
1+x−x−4)+3

√
(8−x)(4

√
1+x+x+4)−8

√
4
√
1+x−4−x
x

8(8−x)(1+x) dla x ∈ (0, 8).

Dodatkowo w pewnym otoczeniu zera

ηab+ba(z) = 1−

√
(1− 8z)

1− 2z −
√

1− 8z

2z
. (38)

Co w ±wietle Uwagi 4.76 daje wzór na funkcj¦ generuj¡c¡ ci¡gu liczno±ci zbiorów NCac−friendly(2n),
dokªadniej mamy

∞∑
n=1

|NCac−friendly(2n) |zn =
1

2
−

√
(1− 8z)

1− 2z −
√

1− 8z

8z
.
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Poni»ej przedstawiamy wykres g¦sto±ci rozkªadu ab + ba (na niebiesko) wraz z histogramem
warto±ci wªasnych dla aproksymacji macierzowej (na »óªto).

0 2 4 6 8

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Rysunek 3. G¦sto±¢ rozkªadu ab+ ba dla a, b wolnych o rozkªadach 1
2δ0 + 1

2δ2, wraz z
histogramem warto±ci wªasnych aproksymacji macierzowej.
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4.3.6 Praca [H3]

Gªównym osi¡gni¦ciem pracy [H3] byªo zrozumienie gª¦bokich zwi¡zków pomi¦dzy boolow-
skimi kumulantami oraz warunkowymi warto±ciami oczekiwanymi funkcji od wolnych zmien-
nych. Pozwoliªo to na znalezienie, nieznanych wcze±niej, zwi¡zków pomi¦dzy funkcjami sub-
ordynacji a kumulantami boolowskimi. Ponadto lepsze zrozumienie natury addytywnej i mul-
tiplikatywnej funkcji subordynacji pozwoliªo na znalezienie metody na wyznaczenie rozkªadu
b+ f(b)af(b)∗ dla wolnych, samosprz¦»onych zmiennych a, b oraz funkcji borelowskiej f .

Podstaw¡ pracy [H3] jest obserwacja, »e charakteryzacja wolno±ci z pracy [H2] daje nast¦-
puj¡ce rozwini¦cie dla momentów wolnych zmiennych losowych.

Lemat 4.79. (Lemma 3.1 w [H3]) Niech {a1, . . . , an} i {b1, . . . , bn} b¦d¡ wolnymi rodzinami
zmiennych losowych w (A, ϕ), wtedy

ϕ (a1b1a2b2 . . . anbn)

=

n−1∑
k=0

∑
0<i1<...<ik<n

ϕ
(
bi1 . . . bikbn

) k∏
j=0

β2(ij+1−ij)−1(aij+1, bij+1, . . . , aij+1), (39)

gdzie w powy»szej sumie dla wszystkich ustalonych ci¡gów 0 < i1 < . . . < ik < n mamy zawsze
i0 = 0 oraz ik+1 = n.

W pracy [H3] zostaªy zaprezentowane dwa dowody powy»szego lematu, jeden opieraj¡cy
si¦ na wynikach z [H2]. Prawdziwym ¹ródªem tego lematu jest jednak dowód Proposition
3.2 z pracy P. Biane'a [11], b¦d¡cy podstaw¡ dowodów subordynacji, czyli Twierdzenia 4.35
oraz 4.37. Analiza dowodu Proposition 3.2, wraz ze znajomo±ci¡ wyników [H2] pozwoliªa
na lepsze zrozumienie funkcji δ pojawiaj¡cej si¦ na ko«cu dowodu Proposition 3.2 w pracy
[11]. Wspóªczynniki rozwini¦cia δ w zerze w pracy [11] opisane s¡ jedynie za pomoc¡ pewnej
skomplikowanej kombinatorycznej sumy. Powy»szy lemat wyja±nia, »e wspóªczynniki funkcji
δ z dowodu P. Biane'a to ª¡czne boolowskie kumulanty wolnych zmiennych.

Powy»szy lemat ma nast¦puj¡ce, natychmiastowe konsekwencje dla liczenia warunkowych
warto±ci oczekiwanych wolnych zmiennych.

Wniosek 4.80. Niech (A, ϕ) b¦dzie W∗-przestrzeni¡ probabilistyczn¡ oraz B ⊂ A podalge-
br¡ von Neumanna. Zaªó»my, »e (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) s¡ dwiema rodzinami takimi »e
{b1, . . . , bn} ⊆ B i (a1, . . . , an) oraz B s¡ wolne. Wtedy mamy

E
[
a1b1a1 . . . bn−1an|B

]
=

n−1∑
k=0

∑
1≤i1<...<ik≤n−1

bi1 . . . bik

k∏
j=0

β2(ij+1−ij)−1(aij+1, bij+1, . . . , aij+1), (40)

gdzie w powy»szej sumie dla wszystkich ustalonych ci¡gów 0 < i1 < . . . < ik < n mamy zawsze
i0 = 0 oraz ik+1 = n.

Istotn¡ rol¦ w pracy [H3] odgrywa funkcja generuj¡ca naprzemiennych kumulant boolow-
skich zmiennych a, b postaci.

ηab (z) =
∞∑
n=0

β2n+1(a, b, a, b, . . . , b, a)z2n+1 (41)
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Wniosek 4.80 daje ªatwy dowód subordynacji dla wolnych splotów addytywnego i multi-
plikatywnego. Oba te fakty mo»na sprowadzi¢ do nast¦puj¡cego lematu.

Lemat 4.81. Niech (A, ϕ) b¦dzie W ∗-przestrzeni¡ probabilistyczn¡ oraz B ⊆ A b¦dzie podalge-
br¡ von Neumanna. Zaªó»my, »e a ∈ A i B s¡ wolne, oraz ustalmy b ∈ B takie »e‖a‖‖b‖ < 1/5.
Wtedy mamy

Eϕ
[
(1− ab)−1a|B

]
= ηab (1)(1− ηab (1)b)−1, (42)

gdzie ηab (z) jest funkcj¡ generuj¡c¡ zde�niowan¡ w (41).

Powy»szy lemat pozwala przedstawi¢ addytywn¡ i multiplikatywn¡ funkcj¦ subordynacji
w postaci szeregów kumulant boolowskich. Taka reprezentacja funkcji subordynacji nie byªa
wcze±niej znana.

Wniosek 4.82. (1) Zaªó»my, »e a oraz b s¡ wolne i dodatnie. Wtedy dla odpowiednio maªych
z multiplikatywna funkcja subordynacji (6) speªnia

F (z) = ηzab (1) =
∞∑
n=0

β2n+1(a, b, . . . , b, a)zn+1.

(2) Niech a i b b¦d¡ samosprz¦»onymi, wolnymi zmiennymi losowymi, wtedy dla odpowied-
nio du»ych z funkcja subordynacji ω(z) z (5) jest dana przez

ω(z) = z −
∞∑
n=0

β2n+1(a, (z − b)−1, a, . . . , (z − b)−1, a).

Jednym z gªównych wyników pracy [H3] jest opis rozkªadu b + f(b)af(b)∗ dla a, b samo-
sprz¦»onych, wolnych. Poni»sze twierdzenie daje subordynacj¦ dla �splotów� tego typu. Jest
to twierdzenie analogiczne do Twierdze« 3.1 i 3.6 z pracy P. Biane'a [11].

Twierdzenie 4.83. Niech (A, ϕ) b¦dzie W ∗ przestrzeni¡ probabilistyczn¡. Zaªó»my, »e B ⊂ A
jest podalgebr¡ von Neumanna. Niech a, b b¦d¡ samosprz¦»one, oraz takie »e b ∈ B oraz a i
B s¡ wolne. Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ borelowsk¡ na spektrum b, która nie jest stale równa
zero. Wtedy istnieje funkcja δ o wªasno±ciach:

1. δ(z) jest funkcj¡ subordynacji, tzn. mamy

Eϕ
[(
z − b− f(b)af∗(b)

)−1∣∣∣B] =
(
z − b− δ(z)f(b)f∗(b)

)−1
(43)

dla z ∈ C+.

2. Funkcja δ : C+ 7→ C− ∪ R jest analityczna oraz ma niestyczne granice

^- lim
z→∞

δ(z)

z
= 0.

3. Równo±¢
Mf(b)(z−b)−1f(b)∗a(1) = Mf(b)(z−b)−1f(b)∗

(
δ(z)

)
(44)

zachodzi dla z ∈ C+.
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4. Równowa»nie δ(z) speªnia równanie punktu staªego

η̃a

(
η̃f(b)(z−b)−1f(b)∗(δ(z))

)
= δ(z), (45)

gdzie η̃(z) = η(z)/z.

5. Funkcja δ jest jednoznacznie wyznaczona przez (2) i (3), oraz przez (2) i (4).

Powy»sze twierdzenia daje praktyczny �algorytm� pozwalaj¡cy na wyznaczanie rozkªadu
b + f(a)bf(a)∗, dla a, b wolnych. Dokªadniej daje recept¦ na znalezienie transformaty Cau-
chy'ego rozkªadu zmiennej b+ f(a)bf(a)∗.

Twierdzenie 4.84. Niech a i b b¦d¡ wolne i samosprz¦»one. Wtedy nast¦puj¡ca procedura
pozwala znale¹¢ rozkªad b+ f(b)af∗(b).

1. Obliczy¢ transformat¦ momentow¡ f(b)(z − b)−1f(b)∗

Mf(b)(z−b)−1f(b)∗(s) =

∫
sx

1− s|f(x)|2
z−x

dµ(x),

gdzie µ to rozkªad b.

2. Znale¹¢ przesuni¦t¡ transformat¦ boolowsk¡ η̃a(s) i η̃f(b)(z−b)−1f∗(b)(s) korzystaj¡c z (4).

3. Rozwi¡za¢ równanie punktu staªego (45) lub równowa»ne równanie

η̃f(b)(z−b)−1f(b)∗(δ(z)) = η̃−1a (δ(z)). (46)

4. Obliczy¢ caªk¦

Gb+f(b)af∗(b)(z) =

∫
R

1

z − x− δ(z)
∣∣f(x)

∣∣2dµ(x), (47)

gdzie δ(z) jest wyznaczona zgodnie z Twierdzeniem 4.83.

W dalszej cz¦±ci pracy [H3] przedstawione jest szczegóªowo zastosowanie powy»szego al-
gorytmu w przypadku gdy a, b maj¡ rozkªad Wignera oraz f(b) = b. Poniewa» transformata
Cauchy'ego jest funkcj¡ algebraiczn¡, w kolejnych krokach za pomoc¡ metod geometrii alge-
braicznej wyznaczane s¡ równania speªniane przez kolejne funkcje wyst¦puj¡ce w Twierdze-
niu 4.84. Do wyboru odpowiedniej gaª¦zi ostatecznego wyniku wykorzystywane s¡ wielok¡ty
Newtona, za pomoc¡ których mo»na wyznaczy¢ gaª¡¹ o odpowiedniej asymtotyce. Ostatecz-
nie uzyskujemy równanie stopnia 11, które speªnia transformata Cauchy'ego. Równanie to
pozwala uzyska¢ promie« spektralny zmiennej b + aba oraz pozwala na narysowanie g¦sto±ci
zmiennej losowej. Dokªadniej, korzystaj¡c ze wzoru Stieltjesa na odwrócenie mo»na wyznaczy¢
równanie speªniane przez g¦sto±¢ zmiennej b+ aba. Poni»ej przedstawiamy wykres rozwi¡za«
równania, na niebiesko zaznaczone jest szukane rozwi¡zanie, prezentujemy równie» histogram
warto±ci wªasnych aproksymacji macierzowej. Zaznaczamy, »e nie jest znany algorytm pozwa-
laj¡cy wybra¢ poprawn¡ gaª¡¹ rozwi¡zania równania speªnianego przez g¦sto±¢, czyli g¦sto±¢
dla interesuj¡cej nas zmiennej losowej, znaj¡c równanie algebraiczne, które ta g¦sto±¢ speªnia.
Natomiast znajomo±¢ nieredukowalnego równania, które speªnia transformata Cauchy'ego po-
zwala na badanie wªasno±ci rozkªadu. W przypadku gdy funkcja speªnia równanie algebraiczne
wysokiego stopnia, oczywi±cie nie mo»na zapisa¢ tej funkcji jawnym wzorem, wi¦c uzyskanie
równania jest satysfakcjonuj¡cym wynikiem.
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(a) Wykres g¦sto±ci µb+bab dla rozkªadu Wignera

(b) Histogram warto±ci wªasnych dla aproksymacji rozkªadu b + bab w przypadku rozkªadu Wignera
macierzami losowymi rozmiaru 4000× 4000

Rysunek 2: Rozkªad b+ bab dla rozkªadu Wignera
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4.3.7 Praca [H4]

Gªównym wynikiem pracy [H4] jest uogólnienie wyników z pracy [P2] oraz du»e uproszczenie
dowodów z tej pracy wykorzystuj¡c obserwacje z pracy [H3].

Praca ta pocz¡tkowo nie byªa zwi¡zana z programem badawczym realizowanym we wcze-
±niej omawianych pracach [H1,H2,H3]. Byªa to kontynuacja bada« prowadzonych w trakcie
doktoratu i krótko po doktoracie dotycz¡cych charakteryzacji rozkªadów wolnych zmiennych
losowych - prace [P1,P2,R1,R2,R3]. Jak wyja±niamy poni»ej gªównym technicznym wynikiem
pracy byªo policzenie pewnych do±¢ skomplikowanych warunkowych warto±ci oczekiwanych
od wolnych zmiennych losowych. W ±wietle wyników z pracy [H3] naturalnym podej±ciem do
policzenia interesuj¡cej nas warunkowej warto±ci oczekiwanej byªo wykorzystanie kumulant
boolowskich. Po raz kolejny okazaªy si¦ one efektywnym narz¦dziem. Ponadto otrzymany
wynik potwierdza, »e boolowskie kumulanty pojawiaj¡ si¦ w sposób naturalny przy oblicza-
niu warunkowych warto±ci oczekiwanych od wolnych zmiennych. Wcze±niejszy dowód w [P2]
wykorzystywaª wolne kumulanty i unikaª obliczania explicite kluczowej warunkowej warto±ci
oczekiwanej, jednocze±nie byª du»o bardziej skomplikowany rachunkowo.

Praca [H4] dotyczy niezale»no±ciowych charakteryzacji miar probabilistycznych. W kla-
sycznej probabilistyce s¡ to twierdzenia mówi¡ce, »e dla niezale»nych zmiennych X,Y oraz
pewnej ustalonej funkcji Ψ : R2 → R2 wektor losowy (U, V ) = Ψ(X,Y ) ma skªadowe nieza-
le»ne wtedy i tylko wtedy gdy X i Y maj¡ pewne ustalone rozkªady. Przykªadami s¡:

1. Ψ(x, y) = (x + y, x − y), wtedy U = X + Y i V = X − Y s¡ niezale»ne wtedy i tylko
wtedy gdyX,Y maj¡ rozkªady Gaussowskie o tej samej wariancji. Jest to tw. Bernsteina
udowodnione w [10].

2. Ψ(x, y) = (x/(x+ y), x+ y), wtedy U, V s¡ niezale»ne gdy X,Y maj¡ rozkªady Gamma
o tym samym parametrze skali. Jest to tw. Lukacsa (zob. [32])

Zaªo»enie o niezale»no±ci U i V typowo daje si¦ zast¡pi¢ zaªo»eniem o staªo±ci pewnych
warunkowych warto±ci oczekiwanych typu E(V i|U) = c oraz E(V j |U) = d dla pewnej ustalonej
pary (i, j) oraz ustalonych liczb rzeczywistych c, d ∈ R (zob. [29]).

Zauwa»my, »e w przypadku przytoczonego powy»ej tw. Lukacsa mamy X = UV oraz
Y = (1−U)V dodatkowo U oraz V s¡ niezale»ne oraz maj¡ rozkªady Beta i Gamma odpowied-
nio. W pracy [14] udowodnione zostaªo tzw �dualne twierdzenie Lukacsa�, czyli nast¦puj¡ca
charakteryzacja rozkªadów Beta i Gamma: zaªó»my »e U, V s¡ niezale»ne, nieujemne, no±nik
U zawarty jest w (0, 1) oraz E(((1− U)V )i) = c i E(((1− U)V )j) = d, dla pewnych c, d ∈ R
oraz jednej z par (i, j) ∈ {(−1,−2), (−1, 1), (1, 2)} wtedy U, V maj¡ rozkªady Beta i Gamma
odpowiednio.

Wraz z rozwojem wolnej probabilistyki zauwa»ono, »e charakteryzacje niezale»no±ciowe z
klasycznej probabilistyki maj¡ swoje odpowiedniki w wolnej probabilistyce. W szczególno±ci
w pracy [35] udowodniono, »e dla a, b wolnych a+b oraz a−b s¡ wolne wtedy i tylko wtedy gdy
a, b maj¡ rozkªad Wignera o tej samej wariancji. Wolne odpowiedniki wyników regresyjnych
z pracy [29] zostaªy udowodnione w [16].

W pracy [P1] udowodniono wolny odpowiednik dualnego twierdzenia Lukacsa z pracy
[14] w przypadku (i, j) = (1, 2), nast¦pnie w pracy [P2] udowodniono przypadki (i, j) ∈
{(−1,−2), (−1, 1)}. W pracy [R2] pokazano jak wykorzystuj¡c subordynacj¦ dla wolnego
splotu addytywnego i multiplikatywnego mo»na upro±ci¢ dowody z prac [16] oraz [P1] jed-
nocze±nie osªabiaj¡c zaªo»enia, w szczególno±ci w pracy [R2] nie zakªadano, »e zmienne s¡
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ograniczone, co byªo istotnym zaªo»eniem we wcze±niejszych pracach. Techniki subordyna-
cji nie daªy si¦ natomiast zastosowa¢ do wyników z pracy [P2]. Gªównym celem pracy [H4]
byªo przezwyci¦»enie trudno±ci przy próbie zastosowanie technik subordynacji do wyników z
pracy [P2]. Ostatecznie okazaªo si¦, »e subordynacja daje si¦ zastosowa¢ w wolnym dualnym
twierdzeniu Lukacsa w przypadku (i, j) = (−1, 1), natomiast w przypadku (i, j) = (−1,−2)
oprócz wykorzystania funkcji subordynacji niezb¦dne byªo obliczenie pewnej warunkowej war-
to±ci oczekiwanej. Dodatkowo obliczenie interesuj¡cej nas warunkowej warto±ci oczekiwanej
znacznie upro±ciªo dowód twierdzenia w przypadku (i, j) = (−1,−2).

Poni»ej formuªujemy dokªadnie dwa twierdzenia charakteryzacyjne udowodnione w pracy
[H4].

Twierdzenie 4.85. Niech (A, ϕ) b¦dzie W ∗-przestrzeni¡ probabilistyczn¡. Niech u, v ∈ A
b¦d¡ wolne oraz, takie »e 0 < u < 1 i v > 0. Zaªó»my, »e dla pewnych b, c ∈ R

E
(
v1/2(1− u)v1/2

∣∣∣ v1/2uv1/2) = bI , (48)

E
(

[v1/2(1− u)v1/2]−1
∣∣∣ v1/2uv1/2) = cI . (49)

Wtedy v ma rozkªad wolny Poissona oraz u ma rozkªad wolny dwumianowy.

Uwaga 4.86. Poniewa» do dowodu powy»szego twierdzenia wykorzystane s¡ tylko funkcje sub-
ordynacji, zachodzi ono przy sªabszych zaªo»eniach, dopuszczaj¡cych nieograniczone zmienne
u, v, które s¡ a�liowane do algebry von Neumanna A.

Wydaje si¦, »e kolejne twierdzenie nie mo»e by¢ udowodnione odwoªuj¡c si¦ wyª¡cznie do
subordynacji dla wolnego splotu multiplikatywnego.

Twierdzenie 4.87. Niech (A, ϕ) b¦dzie W ∗ przestrzeni¡ probabilistyczn¡. Niech 0 < u < 1 i
v > 0 b¦d¡ wolne. Zaªó»my »e dla pewnych c, d ∈ R zachodzi warunek (49) oraz

E
(

[v1/2(1− u)v1/2]−2
∣∣∣ v1/2uv1/2) = dI . (50)

Wtedy v ma rozkªad wolny Poissona oraz u ma rozkªad wolny dwumianowy.

Poni»ej stosowa¢ b¦dziemy oznaczenie Ψa(z) := za (1− za)−1 dla nieprzemiennej zmiennej
losowej a. Kluczowym do dowodu powy»szego twierdzenia jest nast¦puj¡ce atwierdzenie, w
którym za pomoc¡ kumulant boolowskich znajdujemy pewn¡ do±¢ skomplikowan¡ warunkow¡
warto±¢ oczekiwan¡. Zwracamy uwag¦, »e boolowskie kumulanty pojawiaj¡ si¦ w poni»szym
stwierdzeniu w bardzo naturalny sposób. Dodatkowo wydaje si¦, »e obliczenie poni»szej wa-
runkowej warto±ci oczekiwanej przy pomocy wolnych kumulant jest o wiele trudniejsze.

Stwierdzenie 4.88. Niech (A, ϕ) b¦dzieW ∗-przestrzeni¡ probabilistyczn¡. Zaªó»my, »e u, v ∈
A s¡ wolne, ograniczone oraz 0 ≤ u < 1. Niech f oraz g b¦d¡ funkcjami borelowskimi, takimi
»e f(u) oraz g(u) s¡ ograniczone. Wtedy dla z w pewnym otoczeniu 0 oraz ω1, ω2 speªniaj¡cych

Muv(z) = Mv(ω1(z)) = Mu(ω2(z)). (51)

mamy

E
(
f(u)u−1/2Ψu1/2vu1/2(z)u−1/2g(u)

∣∣∣ v) (52)

= ω2(z)η
f,g
u (ω2(z)) + zηfu(ω2(z))η

g
u(ω2(z))v

(
1 + Ψv(ω1(z)

)
,
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gdzie

ηf,gu (z) =

∞∑
`=0

βl+2(f(u), u, . . . , u, g(u))z`, (53)

ηfu(z) =

∞∑
`=0

βl+1(f(u), u, . . . , u)z`. (54)

ηgu(z) =
∞∑
`=0

βl+1(u, u, . . . , g(u))z`. (55)

Nast¦pnie dla f = g = ψ znajdujemy wzory explicite na funkcje ηf,gu , ηfu , η
g
u. Co pozwala na

sformuªowanie kolejnego stwierdzenia, które stosujemy bezpo±rednio w dowodzie Twierdzenia
4.87.

Stwierdzenie 4.89. Niech (A, ϕ) b¦dzie W ∗ przestrzeni¡ probabilistyczn¡. Niech u, v ∈ A
b¦d¡ wolne ograniczone. Wtedy dla z w pewnym otoczeniu 0 mamy

E
(

(1− u)−1u1/2Ψu1/2vu1/2(z)u1/2(1− u)−1
∣∣∣ v) = B(z) + zA2(z)v

(
1 + Ψv(ω1(z)

)
, (56)

gdzie

A(z) =
ηu(ω2(z))− ηu(1)

ω2(z)− 1
ϕ
(

(1− u)−1
)
, (57)

B(z) =
ω2(z)(ηu(ω2(z))− ηu(1)− (ω2(z)− 1)η′u(1))

(ω2(z)− 1)2
ϕ2
(

(1− u)−1
)

(58)

oraz ω1, ω2 s¡ funkcjami subordynacji dla wolnego splotu multiplikatywnego, tzn. zachodzi (51).

Poza powy»szymi wynikami w pracy [H4] przedstawiony zostaª krótki dowód tzw. wol-
nej wªasnosci Lukacsa tj. twierdzenia mówi¡cego, »e dla wolnych zmiennych losowych x, y o
rozkªadach wolnych Poissona zmienne losowe x + y oraz (x + y)−1/2x(x + y)−1/2 s¡ wolne.
Wcze±niejszy dowód tej wªasno±ci z pracy [P3] polegaª na pokazaniu wprost, »e wolne mie-
szane kumulanty ª¡czne zmiennych x+ y oraz (x+ y)−1/2x(x+ y)−1/2 s¡ równe zero. Gªówny
wysiªek w pracy [P3] byª kombinatoryczny i dotyczyª obliczenia wolnych ª¡cznych kumulant
zmiennej x oraz x−1 dla zmiennej x odwracalnej o rozkªadzie wolnym Poissona. Nowy dowód
przedstawiony w pracy [H4] opiera si¦ na wynikach pracy [19] gdzie zaobserwowana zostaªa
asymptotyczna wolno±¢ dla zwi¡zanego z dualnym twierdzeniem Lukacsa modelem macierzo-
wym oraz na wªasno±ci dualnej z [P1].
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4.4 Opis wkªadu habilitanta w osi¡gni¦cie naukowe

Praca [H1]:

• Sformuªowanie i dowody Twierdzenia 2.8, Proposition 2.13 opisuj¡cych najwa»niejsze
wªasno±ci operatorów η-diagonalnych zostaªy wypracowane podczas wspólnych dyskusji
z A. Nica.

• Sekcje 3 i 4 zawieraj¡ gªównie omówienie wcze±niej znanych wyników.

• Sekcja 5 zawiera model operatorowy dla operatora η-diagonalnego, model ten zostaª
znaleziony przez H. Bercovici.

• Sformuªowanie i dowód Theorem 6.4 zostaªy uzyskane wspólnie z A. Nica.

• Corollary 6.5 mówi¡ce o wolnej niesko«czonej podzielno±ci rozkªadów cz¦±ci dodatnich
wraz z dowodem zostaªo uzyskane przez habilitanta.

• Sformuªowanie i dowód Proposition 6.7 oraz opis cz¦±ci dodatnich niesko«czenie podziel-
nych rozkªadów KMS pochodz¡ od habilitanta.

• Gªówny wynik sekcji 7 czyli Theorem 7.8 mówi¡ce, »e wolny splot multiplikatywny nie-
sko«czenie podzielnych rozkªadów R-diagonalnych jest niesko«czenie podzielnym roz-
kªadem R-diagonalnym zostaª uzyskany przez habilitanta. W szczególno±ci kluczowa
obserwacja, pozwalaj¡ca wykorzysta¢ multiplikatywne funkcje subordynacji do dowodu
Theorem 7.8 pochodz¡ od habilitanta.

• Proposition 7.11 w caªo±ci zostaªo uzyskane przez habilitanta.

• Du»a cz¦±¢ pracy redakcyjnej, dotycz¡cej wszystkich sekcji zostaªa wykonana przez ha-
bilitanta.

Praca [H2]:

• Gªówna obserwacja która doprowadziªa do napisania pracy, mówi¡ca »e Boolowskie ku-
mulanty daj¡ wygodny opis ∗-rozkªadu iloczynu wolnych zmiennych, pochodzi od habi-
litanta.

• Habilitant znalazª charekteryzacj¦ wolno±ci w terminach kumulant boolowskich (The-
orem 1.2), z innym dowodem.

• Theorem 1.1 mówi¡ce, »e partycje z wªasno±ci¡ VNRP s¡ maksymalne wzgl¦dem� wraz
z dowodem zostaª znaleziony wspólnie z A. Nica.

• Pierwotne sformuªowanie Theorem 1.7 wraz z dowodem pochodzi od habilitanta. Za-
równo sformuªowanie jak i dowód zostaªy zmody�kowane podczas dyskusji ze wspóªpra-
cownikami.

• Zastosowanie Theorem 1.7 do wolnego antykomutatora byªo pomysªem habilitanta. Gªówny
pomysª na znalezienie ukªadu równa« w Theorem 1.11 oraz Theorem 6.1 pochodzi od ha-
bilitanta. Ostateczna posta¢ ukªadu równa« w Theorem 1.11 oraz Theorem 6.1 zostaªa
uzyskana podczas wspólnych dyskusji ze wspóªpracownikami.
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• Wszystkie przykªady w sekcji 6.1 zostaªy znalezione przez habilitanta.

• Du»a cz¦±¢ pracy redakcyjnej zostaªa wykonana przez habilitanta.

Praca [H3]:

• Wszystkie wyniki w pracy zostaªy uzyskane podczas wspólnych dyskusji z F. Lehnerem.
Najwa»niejsza obserwacja pozwalaj¡ca na dowód gªównego technicznego wyniku Lemma
3.1 dotycz¡ca roli boolowskich kumulant dla subordynacji pochodzi od habilitanta. Nie-
mniej, tak jak wszystkie wyniki tej pracy, obserwacja ta równie» zostaªa poczyniona w
trakcie wspólnej dyskusji z F. Lehnerem.

• Prace redakcyjne zostaªy wykonane w poªowie przez habilitanta w poªowie przez F.
Lehnera.

Praca [H4]:

• Obliczenie warunkowej warto±ci oczekiwanej Proposition 3.3 - gªówny wynik techniczny
pracy pochodzi od habilitanta.

• Dowody Theorem 4.1 i 4.3 zostaªy wypracowane podczas dyskusji z J. Wesoªowskim.

• Pomysª dowodu Theorem 5.1 pochodzi od J. Wesoªowskiego.

• Prace redakcyjne zostaªy wykonane poªowie przez habilitanta w poªowie przez J. Weso-
ªowskiego.
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5 Omówienie pozostaªych osi¡gni¦¢ naukowo-badawczych.

5.1 Publikacje przed uzyskaniem stopnia doktora.

Wszystkie publikacje habilitanta wydane przed doktoratem wchodziªy w skªad rozprawy dok-
torskiej i dotyczyªy twierdzenia Lukacsa w wolnej probabilistyce.

[P1] K. Szpojankowski, J. Wesoªowski, Dual Lukacs regressions for non-commutative varia-
bles. J. Funct. Anal. 266 (2014), no. 1, 36�54.

[P2] K. Szpojankowski, Dual Lukacs regressions of negative orders for noncommutative va-
riables. In�n. Dimens. Anal. Quantum Probab. Relat. Top. 17 (2014), no. 3, 1450021.

[P3] K. Szpojankowski, On the Lukacs property for free random variables. Studia Math. 228
(2015), no. 1, 55�72.

Badania przed uzyskaniem stopnia doktora zostaªy krótko opisane w cz¦±ci autoreferatu
po±wi¦conej pracy [H4]. Przypomnijmy, »e charakteryzacj¡ niezale»no±ciow¡ nazywamy twier-
dzeniemówi¡ce, »e dla niezale»nych zmiennychX,Y oraz pewnej ustalonej funkcji Ψ : R2 → R2

wektor losowy (U, V ) = Ψ(X,Y ) ma skªadowe niezale»ne wtedy i tylko wtedy gdy X i Y maj¡
pewne ustalone rozkªady.

Badania w trakcie doktoratu dotyczyªy wolnego odpowiednika twierdzenia Lukacsa. W
klasycznej probabilistyce twierdzenie Lukacsa mówi, »e dla dodatnich, niezale»nych zmien-
nych losowych X,Y zmienne X + Y oraz X

X+Y s¡ niezale»ne wtedy i tylko wtedy gdy X,Y
maj¡ rozkªady Gamma o tym samym parametrze skali (zob. [32]). Twierdzenie to ma
swoje uogólnienia na macierze losowe. W przypadku macierzowym (zob. [13, 26]) roz-
wa»a si¦ niezale»ne macierze XN , YN wymiaru N × N , okazuje si¦, »e VN = XN + YN i
UN = (XN +YN )−1/2XN (XN +YN )−1/2 s¡ niezale»ne wtedy i tylko wtedy gdy XN i YN maj¡
rozkªady Wisharta z odpowiednimi parametrami.

Maj¡c na uwadze asymptotyczn¡ wolno±¢ macierzy losowych, widzimy, »e ci¡gi (XN )N
i (YN )N s¡ asymptotycznie wolne, podobnie (UN )N oraz (VN )N s¡ asymptotycznie wolne.
Dodatkowo asypmtotyczny rozkªad warto±ci wªasnych dla macierzy Wisharta jest znany to
tzw. rozkªad Marchenko-Pastur funkcjonuj¡cy równie» pod nazw¡ wolny Poisson (zob. [33]).

Tak jak to zostaªo opisane w cz¦±ci dotycz¡cej pracy [H4], w przypadku jednowymiaro-
wym daje si¦ osªabi¢ zaªo»enie o niezale»no±ci zmiennych U, V w twierdzeniach charaktery-
zacyjnych takich jak opisano powy»ej. Zamiast niezale»no±ci U i V wystarczy zakªada¢, »e
pewne warunkowe warto±ci oczekiwane V pod warunkiem U s¡ staªe, twierdzenia takie na-
zywamy charakteryzacjami regresyjnymi. W szczególno±ci rozwa»aj¡c twierdzenie Lukacsa,
w przypadku charakteryzacji regresyjnych uzasadnione jest rozwa»anie schematu dualnego,
gdzie zakªadamy, »e U i V s¡ niezale»ne i dodaktowo zakªadamy, »e staªe s¡ pewne warunkowe
momenty Y = (1 − U)V pod warunkiem X = UV (zob. [14]). Charakteryzacje tego typu
pojawiªy si¦ w kontek±cie wolnych zmiennych losowych w pracy [16].

Prace [P1] i [P2] dotycz¡ charakteryzacji regresyjnych. Udowodniono w nich wolne odpo-
wiedniki charakteryzacji regresyjnych w dualnym schemacie Lukacsa.

Praca [P3] dotyczyªa twiedzenia Lukacsa w wolnej probabilistyce. Dokªadniej dla wolnych
zmiennych a, b o rozkªadzie wolnym Poissona udowadniamy, »e je±li zmienna (a + b) jest
odwracalna, to a+ b oraz (a+ b)−1/2a(a+ b)−1/2 s¡ wolne. Dowód przebiega przez wykazanie,
»e ª¡czne wolne kumulanty zmiennych a + b oraz (a + b)−1/2a(a + b)−1/2 s¡ zero. Gªównym
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narz¦dziem w dowodzie jest wzór daj¡cy ª¡czne wolne kumulanty a i a−1 dla zmiennej losowej
a o rozkªadzie wolnym Poissona, odwracalnej (nale»y wykluczy¢ sytuacj¦, gdy a ma atom w
zerze).

5.2 Publikacje po uzyskaniu stopnia doktora spoza rozprawy habilitacyjnej.

W pocz¡tkowym okresie po doktoracie habilitant kontynuowaª badania dotycz¡ce niezale»no-
±ciowych charakteryzacji w wolnej probabilistyce. Prace dotycz¡ce tej tematyki to.

[R1] K. Szpojankowski, A constant regression characterization of the Marchenko-Pastur law
Probab. Math. Statist. 36 (2016), no. 1, 137�145.

[R2] W. Ejsmont, U. Franz, K. Szpojankowski, Convolution, subordination, and characteri-
zation problems in noncommutative probability Indiana Univ. Math. J. 66 (2017), no.
1, 237�257.

[R3] K. Szpojankowski, On the Matsumoto-Yor property in free probability, J. Math. Anal.
Appl., 445 (2017), no. 1, 374�393.

Praca [R1] dotyczy regresyjnej charakteryzacji rozkªadu wolnego Poissona, gdzie dla a, b
wolnych zakªadamy, »e E

(
a|a+ b

)
= c(a + b) oraz E

(
a−1|a+ b

)
= c(a + b)−1. Techniki sto-

sowane w dowodzie powy»szego twierdzenia s¡ analogiczne do tych wypracowanych w ramach
doktoratu.

W pracy [R2] wypracowana zostaªa efektywniejsza metoda dowodzenia charakteryzacji
regresyjnych w wolnej probabilistyce wykorzystuj¡ca addytywn¡ i multiplikatywn¡ funkcje
subordynacji. Wyniki prac [16] i [P1] zostaªy w ten sposób uproszczone. Wykorzystuj¡c now¡
metodologi¦ udowodniono równie» nieznan¡ wcze±niej charakteryzacj¦ rozkªadu wolnego dwu-
mianowego, analogiczn¡ do znanej charakteryzacji rozkªadu Beta z pracy [40]. Dodatkowo w
pracy [R2] badana byªa klasa rozkªadów Meixnera dla zmiennych monotonicznie niezale»nych.
Okazaªo si¦, »e jest ona równa klasie rozkªadów wolnych Meixnera.

W pracy [R3] badany byª wolny odpowiednik tak zwanej wªasno±ci Matsumoto-Yor'a da-
j¡cej charakteryzacj¦ rozkªadów Gamma i GIG (Generalized Inverse Gaussian). Okazuje si¦,
»e dla X,Y niezale»nych zmienne U = 1

X+Y oraz V = 1
X −

1
X+Y s¡ niezale»ne wtedy i tylko

wtedy gdy X ma rozkªada GIG, a Y ma rozkªad Gamma (zob. [31]). W pracy [31] rozwa»ano
równie» uogólnienie tego wyniku na macierze losowe. W pracy [R3] uzyskano wolny odpo-
wienik tej charakteryzaji, gdzie rozkªad wolny Poissona ponownie gra rol¦ rozkªadu Gamma,
natomiast rol¦ rozkªadu GIG gra graniczny rozkªad empiryczny warto±ci wªasnych dla macie-
rzy GIG znaleziony w pracy [21], w dalszej cz¦±ci b¦dziemy nazywa¢ t¦ miar¦ probabilistyczn¡
rozkªadem wolnym GIG. Rozkªad wolny GIG nie byª wcze±niej badany w kontek±cie wolnej
probabilistyki, co byªo motywacj¡ do powstania pracy [R5]. Przed opisem pracy [R4] (zob.
dalej) opiszemy prac¦ [R5], która jest zwi¡zana z prac¡ [R3].

[R5] T. Hasebe, K. Szpojankowski, On free generalized inverse Gaussian distributions, Com-
plex Anal. Oper. Theory 13 (2019), no. 7, 3091�3116.

Rozkªad wolny GIG jest jednym z przykªadów rozkªadów które w ±wietle wyników pracy
[R3] ma ciekawe wªasno±ci w wolnej probabilistyce a jednocze±nie g¦sto±¢ rozkªadu jest zadana
jawnym wzorem. W pracy [R5] zbadane zostaªy wªasno±ci tego rozkªadu w kontek±cie wolnej
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probabilistyki, okazuje si¦, »e rozkªad ten ma wiele wªasno±ci analogicznych do klasycznego
rozkªadu GIG. W szczególno±ci w pracy [R5] pokazano, »e podobnie jak klasyczny rozkªad
GIG, który jest niesko«czenie podzielny, rozkªad wolny GIG jest: niesko«czenie podzielny
w wolnym splocie addytywnym, a nawet wi¦cej, pokazano »e nale»y do podklasy zmiennych
�-niesko«czenie podzielnych, tzw. rozkªadów wolnych regularnych (free regular). Zbadano
równie» woln¡ samorozkªadalno±¢ rozkªadu wolnego GIG, która zachodzi tylko dla pewnego
zakresu parametrów. Pokazano, »e rozkªad wolny GIG maksymalizuje pewien funkcjonaª wol-
nej entropii, analogiczny do funkcjonaªu klasycznej entropii, który osi¡ga warto±¢ maksymaln¡
dla rozkªadu GIG. Dodatkowo udowodniono charakteryzacj¦ rozkªadu wolnego GIG za pomoc¡
�uªamków ªa«cuchowych�, która jest analogiem znanej charakteryzacji rozkªadu GIG [30].

[R4] P. Józiak, K. Szpojankowski, Quantum Bernstein's theorem and the hyperoctahedral
quantum group, J. Math. Phys. 59 (2018) , 063511.

W pracy [R4] badano uogólnienie twierdzenia Bernsteina [10] mówi¡cego, »e dla wektora
losowego o skªadowych niezale»nych X = (X1, . . . , XN )T je±li po dziaªaniu ustalonej macie-
rzy ortogonalnej A (która nie jest równowa»na znakowanej permutacji - czyli spoza grupy
hiperoktahedralnej) je±li wektor AX ma skªadowe niezale»ne to zmiennej X1, . . . , XN maj¡
rozkªady Gaussowskie. Analogiczny wynik w wolnej probabilistyce uzyskaª Nica w pracy [35].
Twierdzenie Bernsteina mówi tak na prawd¦ o pewnej symetrii wektorów Gaussowskich przy
rotacjach/re�eksjach. Wiadomo, »e w nieprzemiennej probabilistyce klasyczne symetrie s¡
zast¦powane przez kwantowe symetrie (zob. [27]) dodatkowo kwantowym uogólnieniem grupy
ortogonalnej jest tzw. kwantowa grupa ortogonalna. Gªównym wynikiem pracy [R4] jest
twierdzenie charakteryzuj¡ce N -tki wolnych zmiennych o rozkªadzie Wignera za pomoc¡ za-
chowywania wolno±ci przy przeksztaªceniach pochodz¡cych z kwantowej grupy ortogonalnej, z
wykluczeniem kwantowej grupy hiperoktahedralnej. Precyzyjne sformuªowanie gªównego wy-
niku z pracy [R4] wymaga wprowadzenia kilku poj¦¢ nie omawianych powy»ej, dlatego jest tu
pomini¦te.

[R6] M. Février, M Mastnak, A. Nica, K. Szpojankowski, A construction which relates c-
freeness to in�nitesimal freeness. Adv. in Appl. Math. 110 (2019), 299�341.

Gªównym celem pracy [R6] byªo powi¡zanie dwóch struktur rozszerzaj¡cych poj¦cie nie-
przemiennej przestrzeni probabilistycznej poprzez dodanie drugiego funkcjonaªu. Pierwsza ze
struktur z nich jest zwi¡zana z poj¦ciem c-wolno±ci wprowadzonej w [17, 18], w tym przy-
padku mamy (A, ϕ, χ), gdzie χ : A → C jest unormowany. Druga struktura jest zwi¡zana z
tzw. in�nitezymaln¡ wolno±ci¡ (A, ϕ, ϕ′) wprowadzon¡ w [12, 6, 22]. W pracy [6] zauwa»ono
pewien zwi¡zek pomi¦dzy c-wolno±ci¡ i wolno±ci¡ in�nitezymaln¡ na poziomie rozkªadów jed-
nowymiarowych. W pracy [R6] przedstawiona zostaªa konstrukcja która uogólnia ten wynik
na przestrze« wielowymiarowych, nieprzemiennych rozkªadów ª¡cznych. Dodatkowo w pracy
szczegóªowo omówione s¡ zwi¡zki pomi¦dzy ró»nymi partycjami pojawiaj¡cymi si¦ zarówno w
opisie c-wolno±ci jak i in�nitezymalnej wolno±ci.
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6 Informacja o wykazywaniu si¦ istotn¡ aktywno±ci¡ naukow¡ albo artystyczn¡
realizowan¡ w wi¦cej ni» jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kul-
tury, w szczególno±ci zagranicznej.

a) Wyjazdy dªugoterminowe:

1 09.2015-08.2016 Roczny sta» podoktorski (Postdoc)
�Non-commutative probability�,
Department of Pure Mathematics, University of Waterloo, Kanada,
pod opiek¡ prof. Alexandru Nica.

b) Wyjazdy krótkoterminowe w ramach wspóªpracy naukowej:

1 University of Waterloo, Waterloo, Kanada (wspóªpraca z A. Nica): 2014.04.27-
2014.05.03, 2017.08.21-2017.08.31

2 Technische Universität Graz, Graz, Austria (wspóªpraca z F. Lehner): 2017.02.13-
2017.02.17,2018.03.12-2018.03.17,2018.12.09-2018.12.15,2020.02.02-2020.02.08

3 St. Mary's University, Halifax, Kanada (wspóªpraca z M. Mastnak), 2018.08.10-
2018.08.18

4 University of Texas at San Antonio, San Antonio, Stany Zjednoczone (wspóªpraca
z M. Popa), 2019.10.22-2019.10.31

5 Université Paris-Saclay, Pary», Francja (wspóªpraca z M. Fevrier), 2021.06.25-
2021.07.03
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7 Informacja o osi¡gni¦ciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzu-
j¡cych nauk¦ lub sztuk¦.

7.1 Mi¦dzynarodowe i krajowe nagrody za dziaªalno±¢ naukow¡ albo artystyczn¡.

a) 2021 - Nagroda indywidualna I stopnia JM Rektora PW za osi¡gni¦cia naukowe w latach
2019/20,

b) 2019 - Nagroda indywidualna I stopnia JM Rektora PW za osi¡gni¦cia naukowe w latach
2017/18,

c) 2017 - Nagroda indywidualna II stopnia JM Rektora PW za osi¡gni¦cia naukowe w
latach 2015/16,

d) 2015 - Nagroda indywidualna III stopnia JM Rektora PW za osi¡gni¦cia naukowe w
roku 2014 (za wyró»nion¡ rozpraw¦ doktorsk¡),

e) 2013 - Stypendium w ramach programu Marszaªka Województwa Mazowieckiego �Roz-
wój nauki - rozwojem regionu� (za innowacyjne badania naukowe w obszarach uznanych
za szczególnie istotne dla rozwoju województwa mazowieckiego),

f) 2011 - Trzecia nagroda w XLIV Konkursie na najlepsz¡ prac¦ studenck¡ z teorii praw-
dopodobie«stwa i zastosowa« matematyki, Wrocªaw.

7.2 Do±wiadczenie dydaktyczne.

• Prowadzone wykªady:

1. Politechnika Warszawska, Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych:
Przetwarzanie i Analiza Danych w Systemie SAS, Introduction to SAS System.

2. University of Waterloo, Department of Pure Mathematics:
Linear Algebra 1, Linear Algebra 2.

• Prowadzone ¢wiczenia i laboratoria:

1. Politechnika Warszawska, Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych:
Rachunek prawdopodobie«stwa, Rachunek prawdopodobie«stwa I, Rachunek praw-
dopodobie«stwa II, Przetwarzanie i analiza danych w systemie SAS

2. Politechnika Warszawska, Wydziaª Elektroniki i Technik Informacyjnych:
Probabilistyka.

3. Politechnika Warszawska, Wydziaª Geodezji i Kartogra�i: Matematyka 1, Matema-
tyka 2, Algebra Liniowa.

7.3 Opieka nad studentami.

• Obronione 2 prace magisterskie oraz 5 prac licencjackich, Wydziaª Matematyki i Nauk
Informacyjnych Politechniki Warszawskiej.
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7.4 Inne

• Habilitant jest koordynatorem zespoªu pracuj¡cego nad now¡ specjalizacj¡ na studiach
drugiego stopnia na kierunku Matematyka i Analiza Danych na wydziale MiNI. Nowa
specjalizacja skupia¢ si¦ b¦dzie na metodach probabilistycznych stosowanych w anali-
zie danych takich jak: grafy losowe, macierze losowe, modele grafowe, optymalizacja
stochastyczna, wysoko-wymiarowa probabilistyka, caªki stochastyczne.

• Habilitant jest jednym z czªonków komitetu organizacyjnego konferencji Independence
and Conditional Aspects of Probability. Konferencja pocz¡tkowo planowana byªa na
lato 2020, z powodu pandemii zostaªa dwukrotnie przeniesiona na pó¹niejszy termin.
Aktualnie jest planowana na 17-23 lipca 2022.
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